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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Настоящее руководство по Начертательной Геометрии является результа-. 
-том многолетнего преподавания названного предмета, как в дореволюционных 
таки в современных технических учебных заведениях. Занятия в этой области, 
© аудиторией самого. разнообразного соства, начиная от Рабочих Техникумов, 
через всякого рода и уклона, специальные курсы, дневные Техникумы, вплоть 
до Высших Технических учебных заведений включительно, дали богатый и обшир- 
ный материал для наблюдения за относительно трудной усвояемостью упомяну- 
того предмета, главной причиной которой следует признать—отсутствие у боль- 
шей части слушателей — умения, или даже скорее только—навыка — правильно 
‘геометрически мыслить. 

Учитывая важное значение Начертательной Геометрии для будущих инже- 
‘неров и техников любой специальности, как предмета, на котором строится такое 
могучее орудие техники, как черчение, во всех его разновидностях, автор задался 
мыелью, на основании своего упомянутого выше педагогического опыта и большого 
заводского стажа, составить, в возможно более сжатой форме, такое руководство 
о Начертательной Геометрии, которое давало бы будущим деятелям промыш- 
ленности все, необходимые в этой области, предварительные сведения. 

Настоящее руководство представляет собою: для средних технических учеб- 
ных заведений — весьма солидный шахипаш (при прохождении курса, рекомен- 
‘дуются пропуски и сокращения), а для Высших — необходимый, как бы подсоб- 
ный, или служебный —и1ппиит данных по Начертательной Геометрии, которыми 
должен быть вооружен всякий, сознательно идущий в промышленность, техник 
и инженер. 

С этой целью, в основу составления предлагаемого руководства была наме- 
‘чена не мысль о преподавании Начертательной Геометрии, как таковой, в виде 
независимого, самодовлеющего предмета, а желание—сообщить учащимся те све- 
дения из этой области, которые в дальнейшем, в той или иной форме, должны 
‘облегчить им задачу пользования научно обоснованными графическими приемами 
для нужд обелуживаемой ими промышленности. Лицам, изучающим настоящий 
предмет, сплошь и рядом недостаточно бережно именуемый ими— „Начерталкой“, 
«следует осознать, что для возведения любой дисциплины на такую высоту, 
на которой она становится могучим орудием для разрешения всякого рода при- 
кладных задач, необходимо отчетливое усвоение освовных, как бы веховых, эле- 
ментов. теории. 

Инженеру или технику нередко придется изготовлять чертежи не только 
уже существующих машин и деталей таковых, но также и составлять чертежи, 
разрезы и делать эскизы таких сооружений, аппаратов и механизмов, которые 
еще только зарождаются в их голове, как результаты пытливого искания новых 
изменений, усовершенствований и изобретений, являясь плодом более глубокого 
всестороннего изучения того или иного производета. Выносив свою идею 
в голове или, говоря заводским языком, основательно обдумав ее „с подушкой“, 
в тиши ночной, всякий, стоящий на высоте своего призвания, деятель промы- 
шленности должен суметь изобразить ее графически в таком виде, чтобы ее легко 
могли помять и те, этой новой идее безусловно непричастные рядовые исполни- 
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тели таковой, во многочисленных заводеких цехах, которыми означенное усо- 
вершенствование или изобретение будет претворяться в осязуемую, технически 
прикладную форму, а кроме того, дать и ряд чисто рабочих чертежей, которые 
должны быть направлены в различные специальные мастерские. Сплошь и рядом, 
необходимо сумет составить так-назыв. развертку, т.-е. как бы точную выкройку 
отдельных листов, звеньев и составных элементов аппаратов, котлов или тех или 
других технических изделий или сооружений. 

Правильность и точность технического чертежа играют громадную роль. 
вообще, а в особенности в тех случаях, когда по чертежам, составленным в одном 
месте, изображаемые ими предметы изготовляются в другом—за сотни и тысячи 
верст, а иногда даже и за границей. Связанные с недочетами и ошибками в этом 
отношении порча, иной раз, очень ценного материала и потеря времени и средств: 
так пагубно отзываются на экономической стороне производства, что налагают 
на инженера и техника` обязанность самого вдумчивого и аккуратного отношения 
к делу. Систематично последовательное, требующее величайшей точности, построе-. 
ние специальных чертежей или так-назыв. эпюр Начертательной Геометрия 
является наиболее ценной подготовительной работой в этой области. 

Здесь, как нельзя более, уместной следует признать известную народную: 
пословицу: „Семь раз отмерь, а один раз отрежь“. Применяя ее в чертежном 
деле, необходимо принять за правило: семь раз. обдумать каждую линию. 
и только потом уже провести, т.-е. окончательно зафиксировать ее, или: не выпу- 
скать чертеж в мастерскую, предварительно основательно несколько раз не про- 
верив таковой. С этой целью, в предлагаемом руководешве везде, где только было. 
можно, указаны способы проверки одного построения другим — которое должно: 
дать точно те же конечные результаты. На том же основании, в большинстве 
случаев, попутно указываются автоматическим способом, в процессе построения 
эпюры получающиеся, графические признаки правильности или ошибочности 
достигнутых решений тех или иных более сложных задач, главным образом, при- 
кладного характера. Признаки эти обозначены общим названием „авто-проверки“, 
т.-е. как бы само- контроля правильности применения теоретических знаний, 
облекаемых в графическую форму. 

В связи со стремлением дать прочное основание, на котором сознательный 
техник будет етроить соответствующие приемы для ясного, точного и наглядного: 
изображения своих идей графическим путем, в настоящий курс Начертательной 
Геометрии включены все безусловно необходимые отделы ее, но каждому из них. 
придан, по возможности, только чисто служебный объем. \ 

От попытки дальнейшего сокращения пришлось отказаться, так как оно 
привело бы уже к рискованным размерам при которых предмет утрачивает свой 
научный характер и сводится в отрывочным, одно © другим трудно увязывае- 
мым мало вразумительным сведениям, которые, в конечном результате, выли- 
ваются в автоматическим путем усвояемые и, на этом основании, быстро забы- 
ваемые приемы, не могущие служить твердым фундаментом для последующей 
работы в жизни. Дальнейшее сокращение было бы опасно, так как в таком виде 
настоящий предмет явился бы скорее даже бесполезной нагрузкой для уча- 
щихся, раз что они лишены были бы возможности применять его в их правти- 
ческой деятельности. 

С тою же целью, все чисто теоретические вопросы, не имеющие непосред- 
ственного отношения & конечным прикладным задачам, или совершенно изъять 
из предлагаемого курса, или же им отведено только вспомогательное и, как уже 
было упомянуто выше, чисто служебное место. 

Учитывая современные условия жизни, а также намечающиеся методы 
преподавания, автор, в деле изложения настояшего курса, применил особый 
прием, заключающийся в совершенной законченности, всестороннем освещении 
и строгой последовательности всех, даже менее ответственных, отделов его. Бла- 
годаря этому приему, учащиеся, ‘вынужденные по той или иной причине, не 
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посещать лекций, получат возможность работать вполне самостоятельно, только 
от времени до времени обращаясь к преподавателю за разъяснением наиболее 
«ложных вопросов. 

Опасение слишком разогнать курс, необходимость считаться со временем, 
отводимым для Начертательной Геометрии в общем учебном плане технической 
ликолы, и стремление сделать настоящее руководство более доступным широкой 
массе учащейся молодежи, побудили автора пока отказаться от включения 
в предлагаемый курс— учения об аксонометрических проекциях. Пополнить этот 
пробел имеется в виду в ближайшим же будущем. 

Соображения о чрезвычайно важном прикладном значении Начертательной 
Теометрии для всякого образованного техника, дало повод разделить настоящее 
руководство на две самостоятельных части, из которых первая— обнимает собою 
необходимый и достаточный шшиииат теоретических сведений, а во вторую — 
включены все вопросы прикладного характера. В числу сих последних следует 
отнести: 1) отдел сечения геометрических тел всякого рода плоскостями и построе- 
ние разверток усеченных тел и 2) детальное рассмотрение случаев взаимного 
пересечения многогранников и тел вращения одних с другими. 

С целью придания П части курса возможно более сжатой, но в то же время 
и легко полдающиейся усвоению внешней формы, 0бе входящие в состав ее 
главы изложены в виде целого ряда, вполне вырешенных и независимо одна 
ют другой построенных задач на упомянутые выше темы. 

Предназначая свой труд как руководство по Начертательной Геометрии для. 
лиц, готовящихся к тому или иному виду прикладной технической деятельности, 
автор позволяет себе думать, что оно До некоторой степени облегчит им их слож- 
ную работу в стенах как средней, так и Высшей Технической Школы, за кото- 
фыми их ждет наша возрождающаяся промышленность. 

В. иНиваго. 


ВОТ 
(ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ). 
ГЛАВА 1. 


Общее понятие о проекциях точки. Прикладное значение метода проекций. Поня- 
тие о плоскостях. Следы. плоскостей, углы между следами их и 0сью проекций. 
Построение проекций точек. Плоскость, одновременно перпендикулярная к 0б0им 
плоскостям проекций, или так назыв. профильная плоскость. Плоскости общего. 
положения. Горизонтально- и вертикально-проектирующие плоскости. 
Следы прямых линий. Условия и признаки вахождения прямой на плоскости и прохо- 
`ждения плоскости через прямую. Проектирующие линии. Вепомогательные прямые- 
и плоскости. Значение расстояния от проекций точки до оси проекций. Понятие об 
эпюрах. Углы пространства. Признаки нахождения точек в различных углах пространства. 
Проекции линий. Признаки нахождения точек, прямых, кривых и геометрических фигур 
на горизонтально- и вертикально-проектирующих плоскостях. Частные случаи располо- 
жения прямых в пространстве. Признаки параллельности и перпендикулярности прямых 
к плоскостям проекций. Прямые, проектирующиеся на плоскости проекций в натуральную 
величину. Построение следов прямых. Правила построения следов прямых. Прямые, 
в углу пространства всецело заключающиеся и в него входящие. Продолжение прямых 
за их следы, прохождение прямых из одного утла пространства в другой. Построение- 
проекций прямых по их следам. Задачи на взятие точек и отрезков прямых на различ- 
ного рода плоскостях и на проведение плоскостей через произвольным образом заданные 
точки и прямые. Условия и признаки пересечения прямых иих взаимной параллельности. 


Если из какой-либо, произвольным образом взятой, точки А (фиг. 1) на 
любую плоскость Р опустить перпендикуляр, то точка а пересечения означенного 
перпендикуляра с плоскостью Р. представит с0бою проекцию точки А на. 
данную плоскость Р. 

Ради прикладной цели, проекции точек, прямых, кривых линий, геометри- 
ческих фигур и тел строят не на любой произвольной плоскости, а в большинстве 
случаев находят их указанным путем, на цвух, иногда даже на трех вполне 
определенным образом выбранных плоскостях, которые в качестве таковых 
называются плоскостями проекций. 

За упомянутые плоскости, проекций, обычно принимают (фиг. 2) две взаимно. 
перпендикулярных плоскости Н и Г, при чем первая из них называется гори- 
зонтальной, а вторая —вертикальной плоскостью проекций. Линию 2— 
пересечения плоскостей проекций называют осью проекций. Опуская 
из точки А перпендикуляры на обе плоскости проекций, в точках пересечения 
сих последних с означенными перпендикулярами нэходят горизонтальную а 
и вертикальную а’ проекции точки А. Тем же путем могут быть построены 0—6" 
и с_с проекции любых точек Ви О. Из сказанного видно и, это необходимо: 
строго систематично соблюдать при всех построениях начертательной геометрии, 
что сами рассматриваемые точки обозначаются большими буквами алфавита, а их 
проекции — одноименными малыми, при чем вертикальная проекция 
точки, в отличие от ее горизонтальной проекции, непременно должна 
быть снабжена значком (прим). 

Путем построения проекций точек может быть, совершенно определенным 
образом, установлено относительное их расположение или местонахождение в части 
пространства, обнимаемой обеими плоскостями проекций. Но для того, чтобы 
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убедиться в чрезвычайной простоте, наглядности и абсолютной точности метода 
проекций, необходимо сперва детально ознакомиться с графическими приемами 
построения проекций, основанными на точных геометрических понятиях. 
Выяенив выше представление о проекции точки вообще, мы, опуская (фиг. 3) 
из точки А перпендикуляры на обе плоскости проекций, в предполагаемых 
точках пересечения этих перпендикуляров с плоскостями проекций находим 
а— горизонтальную и а’— вертикальную проекции данной точки. В действитель- 
ности же упомянутая задача нами совершенно не была разрешена, потому что 
мы пока абсолютно ни чем не можем доказать, что применекные нами перпен- 
дикуляры пересекли плоскости проекций и, следовательно, образовали обе проекции 
точки А именно в двух нами намеченных точках а и @,, а не где-либо в другом 
месте, например, в точках а — а’ или же а—а>. Для того, чтобы уточнить 
решение настоящей задачи, необходимо предварительно установить способы гра- 
фического изображения плоскостей в пространстве и выяснить условные приемы 
построения таковых, специально применяемые для этой цели в начертательной 
геометрии. Вернемся (фиг. 4) в части пространства, заключенной внутри между 
двумя взаимно перпендикулярными плоскостями проекций, и постараемся в этом 
условно или перспективно изображенном пространственном углу встроить или 
вчертить сперва какую-либо плоскость вообще. Выполнить это нетрудно и, 
в виде части поверхности, ограниченной с двух сторон прямыми линиями Р’р 
и РР, взаимно пересекающимися на оси проекций в точке у, а с третьей ето- 
роны — неправильно оборванным контуром, мы сразу узнаем и чувствуем 
единственное возможное изображение произвольной плоскости, встроенной 
в упомянутый угол пространства. Линии Р’у иррР, очевидно, представляют собою 
линии пересечения построенной нами новой плоскости РР с обоими плоско- 
стями проекций и, в качестве таковых; называются следами данной плоскости, 
при чем линия Р’р будет вертикальным, & линия рР горизонтальным 
следом плоскости Р’рР. Заметим здесь условное обозначение плоскости тремя 
одноименными буквами алфавита, из которых средняя — малая — представляет 
собою точку пересечения следов плоскости на оси проекций. Здесь же заметим, 
что, в отличие от горизонтального, вертикальный след плоскости, при большой 
букве алфавита, входящей в состав его обозначения, непременно снаб- 
жается значком ’ (прим). Следы плоскости Р’уР, как видно из чертежа, 
образуют на плоскостях проекции с осью проекций некоторые углы ти Си, 
которые хотя и не представляют собою точных углов наклона данной плоскости 
& обеим плоскостям проекций, но во всяком случае, являются характерными 
для данной плоскости, так как они вполне определяют расположение именно этой 
плоскости Р’)Р по отношению к обеим плоскостям проекций. Следы любой 
другой плоскости (’4@ или ВтВ (фиг. 5) образуют © осью проекций иные, 
каждой из двух новых плоскостей соответствующие углы. Так как любая 
плоскость, при пересечении своем © каждою из плоскостей проекций, образует 


° по двугранному углу, которые, как известно, измеряются соответствующими им 


линейными углами, то для определения точных углов наклона данной плоскости 
по отношению к обоим плоскостям проекций необходимо уметь строить линейные 


углы упомянутых двухгранных — о чем своевременно будет сказано ниже. 
Пока же, ознакомившись с графическим изображением плоскости, вообще, для 
нашей непосредственной цели — правильного нахождения проекций точки, 


зададимся мыслью построить плоскость, одновременно перпендикуляр- 
ную кобеим плоскостям проекций. Попутно здесь следует заметить, 
что рассмотренные нами ранее плоскости Р’рР, @’40 и В’тВ, построение которых 
не было ограничено или связано предъявлением каких-либо определенных условий 
и требований, носят название плоскостей общего положения. Задавшись 
целью построить плоскость, олновременно перпендикулярную к обеим плоскостям 
проекций, мы, следовательно, имеем в виду построить плоскость уже не общего 
положения, а плоскость вполне определенную, относительное расположение 


которой по отношению к иплоскостям проекций выражено условием одновре- 
менной ее к ним перпендикулярности. Заметим, что такая плоскость называется 
профильной плоскостью. Для построения необходимой нам профильной плое- 
кости (фиг. 6) вспомним известную теорему элементарной стереометрии, гласящую, 
что: „Плоскость, проходящая через линию, перпендикулярную 
к данной плоскости, будет перпендикулярна к этой последней“. 
Если на оеи проекций взять произвольную точку 1, из нее в вертикальной 
плоскости проекций к оси проекций восставить перпендикуляр Р’”р и затем, 
приняв эту линию за вертикальный след плоскости, построить новую плос- 
кость Р’ЮР, то эта последняя, как плоскость, проходящая через линию Ру, 
перпендикулярную к горизонтальной плоскости проекций, будет перпендикулярна 
и к таковой, но она, очевидно, не будет перпендикулярна к вертикальной 
плоскости проекций, т.-е., следовательно, в виде плоскости РР мы еше 
не получили нужной нам профильной плоскости. Построенная означенным путем 
плоскость Р’рР называется горизонтально -проектирующей плоскостью. 
На основании указанного способа построения ее, необходимо заметить, что вер: 
тикальный след любой горизонтально-проектирующей плоскости должен быть 
перпендикулярен к оси проекций, а угол „Ст, образуемый с осью, проекций ее 
торизонтальным еледом рР, являясь линейным углом двугранного угла между 
вертикальной плоскостью проекций и самою плоскостью Р’рР, представит собою 
угол наклона еей последней по отношению к вертикальной плоскости проекций. 
Вполне понятно, что. совершенно аналогичным способом может быть построена, 
(фиг. 7) плоскоеть (@’90, перпендикулярная только к одной вертикальной 
плоскости проекций, которая, в таком случае, называется воертикально- 
проектирующей плоскостью. На том же основании необходимо заметить, что 
горизонтальный след любой вертикально-проектирующей плоскости должен быть 
перпендикулярен к оси проекций, а угол между ее вертикальным следом (9 
и осью проекций будет равен углу наклона самой плоскости по отношению 
Е горизонтальной плоскости проекций. Так как профильная плоскость, как уже 
было сказано выше, одновременно перпендикулярна к обеим плоскостям проекций, 
т.-е. должна одновременно представлять собою плоскость как горизонтально-, так 
и вертикально-проектирующую, то вполне понятно, что графически условие это 
будет соблюдено только в том случае, если оба следа ее (фиг. 8), как верти- 
кальный — Ву, так и горизонтальный — 7А, будут проведены перпенди- 
кулярно к оси проекций. Так как угол В'”В между следами профильной плоскости 
в то же время является и линейным углом двугранного угла, образуемого обеими 
плоскостями проекций, и так как, как известно, прямому двугранному углу 
соответствует прямой же линейный угол, то очевидно, что угол В’”А между 
следами профильной плоскости равен 90°. Нетрудно убедиться в том, что 
углы РР (фиг. 6) и @'40 (фиг. 7) между следами горизонтально- и верти- 
кально-проектирующих плоскостей тоже будут прямыми Все перечисленные 
свойства следов горизонтально- и вертикально-проектирующих и профильных 
плоскостей необходимо твердо помнить, так как в дальнейшем они будут играть 
важную роль при решении целого ряда задач прикладного характера. Пока же 
опять вернемся к нашей ближайшей цели, т.-е. к правильному построению 
проекций произвольной точки. Построив (фиг. 9) профильную плоскость РР, 
возьмем на ней произвольную точку А. Большим заблуждением с нашей стороны 
было бы, если, задавшись упомянутой целью, мы проделаем это так, как показано 
на чертеже; ни в коем случае мы не имеем права утверждать, что точка А 
взята нами именно на плоскости Р’рР. Правда, она случайно может оказаться 
действительно взятой на данной плоскости, но с такой же степенью вероятия 
можно допустить, что означенная точка лежит вне данной плоскости, а именно: 
перед нею или позади таковой. Доказать справедливость или ошибочность того 
или другого из высказанных предположений мы не можем, следовательно, упо- 
требленный нами способ взятия точки на плоскости не годится и необходимо 


применить какой-либо другой; дающий вполне определенный результат. С этою 
целью попытаемся на плоскости Р’рР построить сперва какую-либо произвольную 
прямую и, если это нам удастся, то любая точка, взятая на такой прямой, уже 
бесспорно будет лежаль в данной плоскости Р’рР. Очевидно (фиг. 10), что ни 
одна из прямых АВ, ММ или 156 не может быть признана расположенной 
непременно в плоскости Р’рР на основании тех же соображений, которые были 
приведены выше. по отношению к точке А. О первой из этих прямых АВ 
напрашивается замечание, что она лежит позади, о второй — ММ, что она 
находится впереди данной плоскости, а о третьей из них — В6, что она 
пересекает ее в какой-то, пока неподдающейся определению, точке. Только 
(фиг. 11) относительно прямой СЛ), при первом же на нее взгляде, мы сразу же 
убеждаемся, что именно только одна эта прямая бесспорно лежит или взята как 
раз в данной плоскоети Р’рР. В чем же заключается причина такой нашей 
полной уверенности в том, что на сей раз, прямая СЛ действительно лежит 
в плоскости Р’’Р? В этом нас убеждает тот факт, что последняя линия пере- 
секает плоскости проекций в точках С и Л), из которых каждая расположена 
на одном из следов плоскости Р’рР. Упомянутые точки пересечения линии 
с плоскостями проекций, т.-е. точки О’и О, тоже носят название следов данной 
прямой, при чем точка С пересечения ее с горизонтальной плоскостью проекций 
есть горизонтальный след линии, а точка )) — пересечения ее с вертикальной 
плоскостью проекций — вертикальный след прямой. Попутно отметим и в даль- 
нейшем постараемся не забывать. что следами плоскости всегда являются прямые 
линии, а следами прямых — служат точки. На основании только что проде- 
ланных построений выводятся признаки нахождения прямых линий в плоскости 
и прохождения плоскости через прямые линии, которые формулируются так: 
а) если прямая линия находится в плоскости, то следы этой 
линии лежат на одноименных следах плоскости и |) если 
плоскость проходит через прямую, то следы этой плоскости 
проходят через одноименные следы данной прямой. Признаками 
этими, как одними из самых основных в начертательной геометрии, приходится 
пользоваться на каждом шагу и мы будем иметь повод применять их для решения 
целого ряда задач, как только нами будут выведены графические правила нахо- 
ждения следов прямых линий, пока же снова перейдем к построению проекций 
произвольной точки. Построив (фиг. 12), указанным выше способом, профильную 
плоскость Р’»Р, возьмем на ней прямую СЛ, а на прямой — произвольную 
точку А. Задавшись целью найти проекции точки А, мы должны будем, как 
известно, опустить из нее перпендикуляры на обе плоскости проекций, пересе- 
чение которых с упомянутыми перпендикулярами ‘и дает соответствующие 
проекции точки. То обстоятельство, что на сей раз рассматриваемая точка А 
взята на профильной, т.-е. на перпендикулярной одновременно к обеим плоскостям 
проекций плоскости, даст нам возможность совершенно определенным образом 
построить обе проекции точки 4. Действительно, желая найти горизонтальную 
ее проекцию и опуская для этой цели перпендикуляр из точки А на. горизон- 
тальную плоскость проекций, мы теперь. с полной уверенностью скажем, чго 
сей последний пересечет эту плоскость, т.-е. образует искомую горизонтальную 
проекцию а точки А непременно на горизонтальном следу рР профильной 
плоскости. Упомянутый перпендикуляр или, как его также называют, 
проектирующая линия, по всей своей длине будет завлючен в профильную 
плоскость и выйти из нее не может, так как это значило бы, что перпендикуляр 
утратил свойство перпендикулярности к горизонтальной плоскости проекций, 
а в таком случае вполне понятно, что горизонтальная проекция а точки А будет 
найдена именно на горизонтальном следу )Р профильной плоскости. Тем же 
самым путем и с тою же определенностью будет теперь построена и верти- 
кальная а’ проекция точки А, для чего из нее опускается перпендикуляр на 
вертикальную плоскость проекций, которую он, на основании предыдущих сообра- 
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жений, пересечет, т.-е. образует вертикальную а’ проекцию точки А непременно 
на вертикальном следу Р’р профильной плоскости. Таким образом, мы вЦервые 
построили обе а и а’ проекции точки &`и видели, что при нахождении таковых, 
как профильная плоскость Р’рР,так и прямая СЛ) сыграли роль вспомогательных. 
Это обстоятельство необходимо особенно оттенить, так как способ пользования 
вспомогательными прямыми и плоскостями, являясь одним из наиболее употре- 
бительных в Начертательной Геометрии, заслуживает самого вдумчивого к себе 
отношения. 

Построив ‘проекции а—@’ точки 4, посмотрим какое они могут иметь 
прикладное значение, т.-е. выясним себе, в какой мере построение проекций 
любой точки способствует относительному определению положения ее в про- 
странстве. Лля этой цели, на последнем чертеже (фиг. 12) раесмотрим четырех- 
угольник Аара’, который, в силу условий его построения, является прямоугольным. 
На этом основании. напишем два простых уравнения: Аа =ари Аа’ — ар, 
выражающих равенство противуположных сторон данного прямоугольника, и затем 
облечем эти уравнения в словесную форму. Аа представляет собою расстояние 
самой точки А до горизонтальной плоскости проекций, а а’р есть расстояние 
вертикальной ее проекции до оси проекций, на этом основании первое из упо- 
мянутых уравнений должно быть прочитано таким образом, что: расстояние 
самой точки до горизонтальной плоскости проекций рав- 
няется расстоянию от вертикальной ее проекции до оси 
проекций. Лалее, Аа’ есть расстояние самой точки А до вертикальной 
плоскости проекций, а ар — расстояние горизонтальной ее проекции до оси 
проекций, вследствие чего второе уравнение формулируется так: расстояние 
самой точки до вертикальной плоскости проекций равняется 
расстоянию от горизонтальной ее проекции до оси проекций. 
Эти лва коренных и важных признака, в связи © особым их графическим изо- 
бражением, называемым в начертательной геометрии „эпюрой“, составляют 
основу чрезвычайно простого, наглядного и оригинального метода, при помощи 
которого становится возможным условное графическое построение точек, прямых 
линий, кривых, геометрических фигур и различного рода тел с указанием их 
относительного и взаимного расположения в пространстве. 

До сих пор мы выполняли все. наши построения в виде особых, как бы 
перспективных, чертежей, при чем рассматривали некоторую часть пространства, 
заключенную между двумя взаимно перпендикулярными плоскостями проекций. 
Вполне понятно, что обе упомянутые плоскости проекций могут быть продолжевы 
за линию их пересечения, благодаря чему (фиг. 18) все пространство, в котором 
можно представить себе расположенными отдельные точки, прямые, фигуры 
и тела; окажется как бы разбитым на четыре части или на четыре самостоя- 
тельных угла, так и называемых — первым, вторым, третьим и четвертым — 
углами пространства. Не подлежит сомнению, что независимо от того, в каком 
из углов пространства находится рассматриваемая нами точка, способ построения 
ее проекций остается один и тот же. Так, на чертеже (фиг. 13) мы видим четыре 
отдельных точки (А, В, Си 1), из которых каждая — взята в особом углу 
пространства и для каждой из которых, одним и тем же путем, построены их 
проекции: а—а’, 0—0, вс’ и @—-4.. 

Переход от подобных пространственных изображений к построению чрез- 
вычайно простых и, вместе с тем, совершенно точных чертежей, называемых 
в начертательной теометрии эпюрами, весьма несложен. На эпюре, в одной 
плоскости чертежа, при помощи особых условных приемов, может быть показано 
местонахождение точек в любом из углов пространства. Для этой цели, желая, 
например, составить эпюру для точки А, лежащей (фиг. 14) в первом углу про- 
странства, поступают следующим образом. Оставляя горизонтальную плоскость 
проекций неподвижной, в ее первоначальном положении, поворачивают верти- 
кальную плоскость проекций вокруг оси проекций на угол в 90° в направлении, 
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обратном врашению часовой стрелки. В результате такого приема, первый угол 
пространства окажется открытым до размеров 180” и вертикальная плоскость. 
проекций — положенной или совмещенной на продолжение горизонтальной 
плоскости проекций во втором углу пространства. Вполне понятно, что при этом 
процессе вращения вертикальная а’ проекция точки А, полученная ранее на 
вертикальной плоскости проекций, вместе с нею перейдет на продолжение гори- 
зонтальной плоскости проекций во втором углу пространства. Упомянутый переход. 
совершится радиусом а’р, в котором мы узнаем часть вертикального следа той 
профильной плоскости, на которой была взята точка А. В силу этого обетоя- 
тельства, в результате описанного поворота вертикальной плоскости проекций 
на угол в 90°, отрезок а’р тоже окажется совмещенным на продолжение гори- 
зонтальной плоскости проекций и составит на ней продолжение отрезка ар, так 
как нам известно, что оба следа профильной плоскости перпендикулярны к оси 
проекций. После этого, обе, составляющие теперь одна продолжение другой, 
плоскости проекций, вместе взятые, поворачивают так, чтобы ось проекций 
заняла горизонтальное положение и, освободив плоскости от неиграющих никакой 
роли их условных рамок или контуров, которые были необходимы только при 
пространственном изображении, для большей каглядности всего ‘построения, 
получают эпюру точки А в том виде, как она показана на чертеже (фиг. 15). 
При этом необходимо обратить 06060е’ внимание на то обстоятельство, что здесь, 
т.-е. на эпюре, мы уже не имеем самой точки А, как таковой, она заме- 
нена двумя ее проекциями — горизонтальной а и вертикальной &’, которые 
оказываются расположенными на’ одном перпендикуляре к оси 
проекций, предетавляющем собою остатки следов профильной плоскости, упо- 
требленной для построения проекций точки А и, хотя теперь мы уже не видим, 
как это имело место ранее, при пространственном изображении, самих плоскостей 
проекций, но зато мы отчетливо сознаем, что на эпюре вся часть ее, располо- 
женная ниже оси проекций, должна быть расематриваема, как горизонтальная 
плоскость проекций и что часть ее, лежащая выше оси проекций, представляет 
собою вертикальную плоскость проекций. Эпюру эту, как и все эпюры, которые 
мы будем строить в дальнейшем, весьма нетрудно прочесть, а также и наоборот, 
при помощи построения соответствующей эпюры какой-либо точки, чрезвычайно 
проето, условным известным нам графическим способом, можно совершенно точно 
обозначить относительное местонахождение ее в пространстве. Заметим, раз 
навсегда, что характерным признаком нахождения точки в первом углу про- 
странства является расположение на эпюре ее горизонтальной проекции а — 
ниже, а вертикальной а’— выше оси проекций. Таким образом, при первом же 
взгляде на эпюру (фиг. 15), мы скажем, что точка А, которой, как таковой, на 
чертеже не имеется, лежит зв первом углу пространства и, находясь в нем, 
отстоит от торизонтальной плоскости проекпий на расстоянии равном отрезку ар, 
а от вертикальной плоскости проекции — на расстоянии, измеряемым отрезком ар. 
Если бы при помощи эпюры мы хотели определить относительное положение 
какой-либо другой точки К, находящейся тоже в первом углу пространства, но 
при этом равноудаленной от обеих плоскостей проекций, то при помощи условных 
приемов построения эпюр, должны были бы сделать это так. как показано на 
чертеже (фиг. 16). Точка [, заключенная в том же первом углу пространства 
и отетоящая при этом от торизонтальной плоскости проекций втрое дальше 
нежели от вертикальной — при помощи ее проекций, изображена на той же 
‚ эпюре (фиг. 16). Вполне понятно также, что эпюра (фиг. 17) совершенно ясно 
определяет положение точки М в первом углу пространства, взятой на гори- 
зонтальной плоскости проекций ва расстоянии 7—7 от вертикальной плоскости 
проекций, или, что то же — от оси проекций. 

Вернемся теперь к чертежу (фиг. 13), на котором мы имели четыре 
точки 4, В, ОС и Ш в последовательном порядке, расположенные каждая 
в отдельном углу пространства. 
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Так как способ построения эпюры остается один и тот же безотносительно 
к тому, в каком из углов пространства находится рассматриваемая точка, и так 
как при этом горизонтальная плоскость проекций раз навсегда сохраняет свое 
первоначальное положение, т.-е. остается неподвижной, а вращению, каждый раз 
на угол непременно в 90°, подвергается только одна вертикальная плоскость 
проекций, то вполне понятно, что при построении эпюры для точки В, данной 
во втором углу пространства, сей последний, в результате упомянутого поворота 
вертикальной плоскости проекций на угол в 90°, окажется закрытым, т-е. обра- 
тится сам в угол, равный 0°, вследствие чего обе образующие его плоскости 
совместятся, т.-е. вертикальная плоскость проекций покроет собою горизонталь- 
ную — при чем оба перпендикуляра 96 и 4’ сольются или тоже перекроют друг 
друга. В окончательном результате, графически, это выразится тем обетоятель- 
ством, что на эпюре (фиг. 18) обе проекции точки В, горизонтальная —®.и вер- 
тикальная ^— 6’, окажутся расположенными выше оси проекций на одном к ней 
перпендикуляре. Прочесть эту эпюру не составит никакого труда; точка ВБ, нахо- 
дясь во втором углу пространства, отстоит от горизонтальной плоскости проекций 
на расстоянии, равном перпендикуляру 0’4, и удалена от вертикальной плоскости 
проекций на расстояние, равное отрезку 496. Рассуждая таким же образом, мы 
сразу поймем, что на эпюре (фиг.. 19) мы имеем дело с тремя точками В, би Т,. 
взятыми тоже во втором угле пространства, но расположенными в нем различным 
образом, а именно: точка А отстоит от обеих плоскостей проекций на равном 
расстоянии, о чем свидетельствует слияние обеих ее проекций гиг’ в одну 
точку, точка © лежит на горизонтальной плоскости проекций на расстоянии 5—2 
от оси проекций, а точка Тот вертикальной плоскости проекций отстоит вдвое 
дальше, нежели от горизонтальной. Попутно заметим, что характерным при- 
знаком нахождения произвольной точки во втором углу пространства является 
расположение на эпюре обеих ее проекций на одном же перпендикуляре к оси 
проекций, но непременно выше сей последней. Обратим еще внимание на чер- 
теж (фиг. 20), представляющий собою эпюру точки (И, лежащей в пределах 
первого и второго углов пространства на вертикальной плоскости проекций. При 
этом следует заметить, что точка, лежащая на какой-либо из плоскостей проекций, 
совпадает со своею одноименной проекцией, как, например, в данном случае точка 0 
совпадает со своею вертикальной проекцией и’, а ранее (на фиг. 17) точка М, 
взятая в первом углу пространства на горизонтальной плоскости проекций, сов- 
падала со своею горизонтальной проекцией 2. 

Тем -же самым путем получаются эпюры и для любых точек Си Л), взятых 
(фиг. 13) в третьем и четвертом углах пространства. Нетрудно убедиться в том, 
что при построении эпюры третий угол пространства раскрывается до размеров 
180°, в результате чего на эпюре горизонтальная проекция с располагается 
(фиг. 21) выше, а вертикальная с’— ниже оси проекций, т.-е. обратно тому, 
как это имело место для точек, расположенных нами в первом углу пространства. 
Четвертый угол, при построении эпюры, подобно второму — закрывается, благо- 
даря чему точки, находящиеся в четвертом углу пространетва, получают на эпюре 
(фиг. 22] обе свои проекции как горизонтальную, так и вертикальную — распо- 
ложенными ниже оси проекций, т.-е обратно расположению их для точек, дан- 
ных во втором углу пространства. Чертежи (фиг. 22 и 28) представляют собою 
эпюры целого ряда точек, взятых в третьем и четвертом углах пространства, 
при чем определить относительное их расположение в таковых, т.-е. расшифро- 
вать упомянутые эпюры, представляется самим учащимся. 

В качестве основного правила, перечислим еще раз признаки нахождения 
точек в любом‘из углов пространства, сводящиеся к тому, что: 

а) если точка лежит в первом углу проетранетва, то на эпюре проекции 
ее располагаются: горизонтальная — ниже, а вертикальная — выше оси проекций, 

Ъ) если точка лежит во втором углу пространства, то на эпюре проекции 
ее располагаются обе выше оси проекций, 
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©) если точка лежит в третьем углу пространства, то на эпюре проекции 
ее располагаются: горизонтальная —- выше, а вертикальная — ниже, оси 
проекции и 

4) если точка лежит в четвертом углу пространства, то на эпюре обе 
проекции ее располагаются ниже оси проекций. 

Понятие о проекциях точек, в полной мере, можно распространить и на 
понятие о проекциях прямых линий. Для этой цели положим, что нам дана 
в первом углу пространства (фиг. 24) какая-либо произвольная прямая АВ 
и требуется построить ее проекции. Задачу эту можно решить двумя способами, 
а именно: й 

Первый способ. Допустим, что отрезок прямой, постепенно увеличиваясь 
по длине в обе стороны, в конце-концов достигнет обеих плоскостей проекций, 
которые и пересечет: горизонтальную — в точке С, а вертикальную - в точке О. 
Очевидно, что‘эти точки С и 1) будут горизонтальным и вертикальным следами 
отрезка АВ. Если теперь через всю, получившуюся таким образом, прямую линию 
-С—Г провести горизонтально-проектирующую плоскость РоР, то в результате 
пересечения сей последней с горизонтальной плоскостью проекций образуется 
торизонтальная проекция СЯ всей линии СШ. Прием проведения означенной 
торизонтально-проектирующей плоскости Р’рР через прямую СЛ вполне понятен; 
нам известно, что признаком прохождения плоскости через какую-либо прямую, 
вообше, служит прохождение следов плоскости через одноименные следы прямой, 
а, кроме того, мы знаем, что вертикальный след горизонтально-проектирующей 
плоскости должен быть перпендикулярен к оси проекций. Таким образом, желая 
провести через прямую СШ горизонтально-проектирующую плоскость, необходимо 
поступить так: через точку 1), как через вертикальный след прямой, проводят 
вертикальный след плоскости в виде линии 2”), перпендикулярной в оси проекций, 
и затем точку р соединяют с точкою С. Полученная таким путем линия рР 
будет горизонтальным следом, проведенным через прямую СР горизонтально- 
проектирующей плоскости Р’)Р. Вполне понятно, что горизонтальная проекция 
прямой С/? будет лежать на горизонтальном следу рР, проведенной через нее 
горизонтально проектирующей плоскости Р’рР, потому что, желая построить 
горизонтальную проекцию прямой С), мы должны будем из точек С и Л ее 


опустить перпендикуляры на горизонтальную плоскость проекций. При этом мы. 


убедимся, что из точки С опускать перпендикуляра нет надобности, так как 
„в качестве горизонтального следа линии (С), точка С лежит на горизонтальной 
плоскости проекций и сама совпадает со своею‘ собственной горизонтальной 
проекцией с и что перпендикуляр, опущенвый из’ точки Г) на горизонтальную 
плоскость проекций, пересечет сию последнюю в точке 4 на оси проекций, 
совпадающей с точкой р. Таким образом, ясно видно, что отрезок с@, лежащий 
на горизонтальном следу рР плоскости Р’рР, и будет горизонтальной проекцией 
прямой СР. Тем же самым способом, но только применяя для этой цели верти- 
кально-проектируюшую плоскость (9, строят вертикальную проекцию с’ 
прямой ОЛ. (Горизонтальный след 4@ вертикально-проектирующей плоскости 
@’4@, проходя через горизонтальный след С прямой (0/1), должен быть перпенди- 
кулярен к оси проекций, а вертикальный след (’0 плоскости, проходя через 
вертикальный след 1) прямой, должен пересечься с горизонтальным на оси 
проекций в точке 4). Поетроив, описанным образом, проекции с@ и с’4’ всей 
линии СЛ) и зная, что данный нам отрезок АВ представляет собою только неко- 
торую часть прямой СД, т.-е. как бы лежит на сей последней, мы без труда 
найдем проекции самого отрезка АВ на проекциях линии СО. Лля этой цели 
из точек А и В данного отрезка необходимо опустить перпендикуляры на обе пло- 
скости проекций. Нетрудно убедиться в том, что упомянутые перпендикуляры пересе- 
кут плоскости проекций, т.-е. образуют горизонтальные а и Ви вертикальные @’и 6" 
проекции начальной и конечной точек отрезка АБ, не где-либо в другом месте, 
а именно на горизонтальной са и вертикальной с’а’ проекциях прямой с /), которые, 


р 


в свою очередь, как было указано выше, лежат на горизонтальном рР и верти- 
кальном ()’4 следах горизонтально и вертикально-проектирующих плоскостей РР 
и 994. Полученные таким образом отрезки ар и аб’ и будут горизонтальной 
и вертикальной проекциями отрезка А. Здесь, попутно, следует обратить особое 
внимание на то обстоятельство, что горизонтальная 46 проекция данного отрезка 
АВ получилась именно на горизонтальном рР следу. горизонтально-проектирую- 
щей плоскости Г’рР, а вертикальная @5’ его проекция — на вертякальном 04 
следу вертикально-проектирующей нлоскости (40. Обобщая это явление или 
признак, из него можно вывести чрезвычайно важное правило, которым в даль- 
нейшем нередко придется пользоваться, гласящее, что: „если какая-либо 
точка, прямая или кривая линия, а следовательно, и целая геоме- 
трическая фигура лежат в горизонтально-проектирующей пло- 
скости, то горизонтальные проекции этих точек, прямых, кривых 
и фигур лежат непременно на горизонтальном следу данной гори- 
зонтально-проектирующей плоскости“ и что „если какая-либо точка, 
прямая, вривая или геометрическая фигура взяты и даны в вер- 
тикально проектирующей плоскости, то вертикальные проекции 
этих точек, прямых, кривых и фигур лежат непременно на вер- 
тикальном следу данной вертикально. проектирующей плоск ости<. 
Будучи слегка перефразировано, настоящее правило формулируется еще 
и иначе, а именно: „если горизонтально-проектирующая плоскость 
проходит через какую-либо точку, прямую, кривую или геометри- 
ческую фигуру, то горизонтальный след такой горизонтально- 
проектирующей плоскости должен проходить через горизонталь- 
ные проекции данных точек, прямых, кривых и фигур“ и аналогично 
тому: „еели вертикально-проектирующая плоскость проходит или 
проводится через какую-либо точку, прямую, кривую или геоме- 
трическую фигуру, то вертикальный след такой вертикально- 
прооктирующей плоскости должен проходить через вертикальные 
проекции данных точек, прямых, кривых и фигур“ \). 
Второй способ построения проекций прямых линий заключается в том, что, 
найдя независимо одна от другой проекции обеих, начальной и конечной, точек 
данного отрезка, соединяют между собою, попарно, обе горизонтальные и обе вер- 
тикальные проекции данных точек. Таким путем (фиг. 25) построены горизон- 
тальная 46 и вертикальная а’6” проекции отрезка АД. х 
Так как переход от пространственного изображения к эпюрам остается один 
и тот же посредством поворота вертикальной илоскости проекций на угол в 90°, 
в направлении обратном вращению часовой стрелки, то очевидно, что на эпюре 
проекции какого-зибо отрезка АВ, взятого в первом углу пространства, изобра- 
зятся так, как это показано на чертеже (фиг. 26). В таком случае, эта эпюра 
должна будет свидетельствовать о том, что отрезок АВ, находясь в первом углу 
пространства, отстоит в нем начальной своей точкой А от горизонтальной пло- 
скости проекций на расстоянии, равном а’, а от вертикальной — на расстоянии 
ат, и что конечная его точка В удалена от горизонтальной плоскоети проекций 
на расстояние, равное 0’у, а от вертикальной — на расстояние бу. Таким обра- 
зом, мы убеждаемся, что при помощи метода проекций вполне точно может быть 
установлено местонахождение произвольной прямой в любом из углов пространства. 
Принимая во внимание полную аналогию в построении проекций точек и прямых 
линий, все сказанное о расположении на эпюрах проекций точек относительно 
оси проекций можно в полной мере распространить и на расположение по отно- 


*) Вполне понятно, что горизонтально и вертикально-проектирующие плоскости могут 
быть проведены через любые точки и прямые, через кривые же линии и геометрические 
фигуры они могут проходить только в том случае, езли эти последние занимают в про- 
<странстве такое относительное положение, при котором какая-либо одна из их проекций 
представляет собою прямую линию. 
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шению к ней проекций прямых линий, в зависимости от нахождения сих последних 
в том или ином из углов пространства. 

На эпюре (фиг. 27) представлен целый ряд прямых, расшифровать относи- 
тельное положение которых в пространстве предоставляется самим учащимся. 

Эпюры (фиг. 28 — 50) дают понятие о некоторых частных случаях относи- 
тельного расположения прямых. Так, например, о прямой аб — а’6’ (фиг. 28) 
следует заметить, что таковая, находясь в первом углу пространства, расположена, 
в нем по всей своей длине на одинаковом расстоянии от вертикальной плоскости 
проекций, т.-е. следовательно — ей параллельна, что графически и выражается тем 
признаком, что горизонтальная проекция линии, параллельной верти- 
‘кальной плоскости проекций— параллельна оси проекций. На том же 
основании прямая ас — ’с’ (фиг. 29) представляет собою прямую, взятую тоже 
в первом углу пространетва и параллельную горизонтальной плоскости проекций; 
откуда можно заключить, что признаком параллельности линии горизон- 
тальной плоскости проекций служит параллельность ее верти- 
кальной проекции— оси проекций. При этом необходимо заметить, что 
на ту из плоскостей проекций, которой данная прямая параллельна, она проек- 
тируется в свою натуральную величину (как отрезки параллельных 
между параллельными). Нели прямая лежит на какой-либо из плоскостей проекций, 
то она совпадает со своею соответствующей проекцией, другая же ее проекция 
при этом лежит на оси проекций (фиг. 30 и 31). Первая из этих прямых 94 — @/4” 
лежит в первом углу пространства на горизонтальной плоскости проекций, а вто- 
рая че — ав’ — может быть рассматриваема, как прямая, лежащая на вертикаль- 
ной плоскости проекций в первом, или во втором углах пространства, так как 
эта последняя для двух емежных углов пространства является общей. В пер- 
вом из этих случаев горизонтальная проекция а4, а во втором —вертикальная а’е’ 
дают действительную величину прямых АД и АЕ. Прямые, перпендикулярные 
Е какой-либо одной из плоскостей проекций, проектируются на эту плоскость 
в виде одной точки двойного наименования (фиг. 82, 33, 84, 35, 36 и 37), при 
чем другая их проекция в таком случае перпендикулярна к оси проекций и тоже 
представляет собою их натуральную величину. Так, например, прямая а/— а! 
(фиг. 32), находясь во втором углу пространства, перпендикулярна к горизон- 
тальной плоскости проекций, отстоит от вертикальной плоскости проекций на рас- 
стояний а’ — а), нижней своей точкой а — а’ касается горизонтальной плоскости 
проекций и измеряется длиною отрезка @}, т.-е. длиною ее вертикальной ‘проекции. 
Прямая 44 —а’9’ (фиг. 38) представляет‘ собою подобную же линию, но отстоящую 
своею нижней точкой @а— а’ от горизонтальной плоскости проекций на расстоянии, 
равном отрезку а’2. Прямая ай—а/й (фиг. 34) во втором углу пространства перпен- 
дикулярна к горизонтальной плоскости проекций, нижним своим концом не доходит 
до нее на расстояние а’у, отстоит от вертикальной плоскости проекций на рас- 
стоянии @у и равна отрезку а’. Прямая & — а’? (фиг. 35) во втором углу про- 
странства тоже перпендикулярна к горизонтальной плоскости проекций, но при 
этом касается ее своею нижней точкой аа’, удалена’от вертикальной плоскости 
проекций на расстояние а’а и фактически равна отрезку а/7. Аналогичным же 
образом во втором углу пространства расположены и прямые ай — а’ и а4—а'Г 
(фиг. 36 и 87), с тою только разницей, что обе они перпендикулярны к верти-_ 
кальной плоскости проекций. Прямая ат — а’т’ (фиг. 38), находясь в третьем 
Углу пространства и будучи параллельна, вертикальной плоскости проекций, отстоит 
от нее на расстоянии, равном отрезку ат. Прямая ай— а/я’ (фиг. 39), взятая 
В третьем же угле пространства, параллельна обеим плоскостям проекций или, 
что то же, параллельна оси проекций, при чем любая из ее проекций дает 
действительную величину самой линии АМ. Прямая а0—а’0о’ (фиг. 40), лежащая 
на вертикальной плоскости проекций и, следовательно, равная отрезку ао’, 
на одинаковом основании, может быть отнесена как к третьему, так и к четвер- 
тому углам пространства. Прямые ар—а’р’ и а4—а’4' (фиг. 41 и 42), находясь в чет- 
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вертом углу пространства, обе параллельны вертикальной плоскости проекций, 
но отстоят от обеих плоскостей проекций на разном расстоянии и образуют с гори- 
зонтальной плоскостью проекций разные углы, действительная их величина пред- 
ставлена отрезками а’р’и @'4’. Прямая а — а’ (фиг. 43) лежит на оси проекций 
и, следовательно, непосредственно дана в свою натуральную величину. Прямые 
аз—а’5 и а&— ат (фиг. 43 и 45), из которых первая 45 —а'5’ дана в первом, 
а вторая а1— а’! — в четвертом углах пространства, имеют ту особенность, 
что одною своей точкой а — а’ каждая из них опирается на ось проекций. Прямые 
аи — ии’, Фа и аш а’ (фиг. 46, 47 и 48) все лежат в профильной 
плоскости, но при этом первая из них аи — а’ находится в первом, вторая 
а — а’ — во втором, а третья а — аи’ — в третьем углах пространства, 
при чем последняя из них своею точкой а— а’ касается оси проекций. Прямая 
ах —@ат’ (фиг. 49), взятая в четвертом углу пространства, параллельна оси 
проекций и отстоит от обеих плоскостей проекций на равном расстоянии. Прямая 
ау — У’ (фиг. 50), будучи периендикулярна к вертикальной плоскости проекций, 
лежит в четвертом углу пространства на горизонтальной плоскости проекций 
и отстоит от оси проекций на расстоянии, равном отрезку а’а, горизонтальная 
ее проекция ау представляет с0бою ее действительную. величину Ну 

При построении проекций произвольной точки, взятой нами для этой цели 
на профильной плоскости, мы уже имели повод ознакомиться се понятием о сле- 
дах прямой и видели, что под таковыми разумеют точки пересечения любой пря- 
мой с каждой из плоскостей проекций. Только что рассмотренные примеры част- 
ного расположения прямых в пространстве дают повод предполагать, что не все 
без исключения прямые обязательно должны иметь и имеют по два следа. Вполне 
понятно, что прямая, параллельная какой-либо из плоскостей проекций, с нею 
не пересекается и, конечно, не образует. своего одноименного следа. Отсюда можно 
заключить, что прямая, параллельная горизонтальной плоскости проекций, имеет 
только один, а имевно — вертикальной след и, наоборот, что прямая, параллельная 
вертикальной плоскости проекций, может имбёть только один горизонтальный 
след. Нетрудно убедиться в том, что одним же только следом будет обладать 
прямая, лежащая на какой-либо из плоскостей проекций, при чем в таком случае 
этот единственный след прямой получается на оси проекций. Прямая, параллель- 
ная оси проекций или на ней взятая, совершенно не имеет следов и, наконец, 
прямая, опирающаяся одним своим концом на ось проекций, имеет оба свои следа, 
именно в этой точке на оси проекций. Мы уже установили признаки нахождения 
прямой в плоскости и прохождения плоскости через прямую линию, теперь же, 
ради возможности решения целого ряда задач прикладного характера, необходимо 
вывести общее правило построения следов любой прямой. безотносительно к той 
плоскости, в которой она может быть задана. 

Для этой цели (фиг. 51) возьмем в первом углу пространства произвольный 
отрезок АВ, относительно которого предположим, что при продолжении ‘своем 
в обе стороны за точки А и Б он пересечет плоскости проекций, т.-е. образует 
оба свои следа: горизонтальный в точке С и вертикальный — в точке Г. Затем 
построим проекции получившейся таким образом линии ОП. Горизонтальную 
проекцию с горизонтального следа С искать не приходится; горизонтальный след, 
очевидно, совпадает со своею горизонтальной проекцией. Горизонтальная же 
проекция 4 вертикального следа /) будет лежать на оси проекций. Соединяя 
между собою горизонтальные проекции с и 4 начальной и конечной точек пря- 
мой в виде отрезка с@, мы получим горизонтальную проекцию с@ прямой (7) 
Таким же путем, в виде отрезка с’4’, находим ее вертикальную проекцию, ди 
чем заметим, что вертикальная проекция 4’ вертикального следа Ш совпадает 
с ним самим, а верти‘альная проекция с’ горизонтального следа С располагается 
на оси проекций. Построив таким образом проекции с4 и с'4’ всей линии ОР, 


1) В целях более совершенного выяснения сущности этого вопроса, учащимся пред- 
лагается все эпюры (фиг. 27 —50) перечертить в виде пространственных построений. 
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на проекциях ее находим проекции 46 и а’б’ отрезка АВ, лежащего на пря- 
мой СР, для чего из точек его А и В опустим соответствующие перпендикуляры 
на проекции упомянутой прямой. В заключение, ради большей наглядности 
и простоты при переходе от пространственного изображения к построению рас- 
сматриваемого примера на эпюре, введем в дело еще и перпендикуляры 4х, ах 
6у и бу к оси проекций, опускаемые на нее из проекций точек А и В дан- 
ного отрезка. Упомянутые перпендикуляры не являются какими-либо искусствен- 
ными или вымышлениыми, а наоборот, они имеют полное основание фигурировать 
в данном построении в качестве следов тех профильных плоскостей, кофорые 
пришлось бы провести через точки А и В рассматриваемого отрезка, если бы 
проекции их были построены тем приемом, о котором было говорено выше. 
В упомянутых перпендикулярах мы без труда узнаем перпендикуляры, соеди- 
няющие ва эпюре проекции одной и той же точки, так как и они в сушности 
представляют собою части или отрезки следов подобных же профильных плоскостей. 
Теперь, выполнив все подготовительные построения, постараемся вывести правило 
нахождения следов прямых путем детального с теометрической и графической 
точек зрения определения места. расположения следов прямой на плоскостях 
проекций. Начнем с горизонтального следа С, который в качестве такового нахо- 
дится прежде всего на горизонтальной плоскости проекций. Но где же именно 
на этой плоскости проекций следует его искать? Внимательно всматриваясь 
в построение (фиг. 51), мы видим, что горизонтальный след С отрезка, находясь 
на горизонтальной плоскости проекций, лежит в ней на перпендикуляре к оси 
проекций, восставленном к сей последней в той точке с’, в которой она пере- 
секается продолжением вертикальной проекции а’6” отрезка АВ. Окончательное же 
положение горизонтального следа его С будет установлено тем признаком, что, 
находясь на упомянутом перпендикуляре с'С к оси проекций, этот горизонтальный 
след отрезка получается на нем в той точке, в которой сей последний пересе- 
кается продолжением горизонтальной проекции @ф данного отрезка АВ. Совер- 
шенно аналогичным путем определяется и точное место нахождения вертикаль- 
ного следа Г) того же отрезка на вертикальной плоскости проекций. Относительно 
вертикального следа его Г) можно сказать, что вертикальный след отрезка, нахо- 
дясь на вертикальной плоскости проекций, лежит в ней на перпендикуляре 4) 
к оси проекций, восставленном к сей последней в той точке, в которой эта ось 
пересекается продолжением горизонтальной проекции аб данного отрезка, и обра- 
зуется на упомянутом перцендикуляре 4) в той именно точке 1), в которой он, 
в свою очередь, пересекается продолжением вертикальной проекции а’” того же 
отрезка. Перехоля затем (фиг. 52) к изображению только что рассмотренного 
построения на эпюре, мы выкопируем из него только сами проекции аб и а’ 
данного отрезка или даже просто возьмем проекции какого-либо другого отрезка, 
так как и первый из них (фиг. 51) был взят совершенно произвольно и, попутно, 
облекая только что указанное определение места нахождения следов его в более 
краткую форму, выведем правило построения обоих следов любого отрезка и тот- 
час-же, применяя таковое в дело, скажем, что: для построения горизонталь- 
ного следа отрезка надо продолжить его вертикальную проекцию 
до пересечения с осью проекций, в этой точке восставить к оси 
проекций перпендикуляр и затем найти пересечение этого пер- 
пендикуляра с продолжением горизонтальной проекции отрезка; ' 
полученная таким путем точка и будет горизонтальным его еле- 
пом. Совершенно аналогичным же образом” находится и вертикальный след 
прямой, з именно: для построения вертикального следа отрезка надо 
продолжить горизонтальную его проекцию до пересечения с осью 
проекций, в этой точке восставить к оси проекций перпендикуляр 
и затем найти пересечение означенного перпендикуляра с про- 
должением вертикальной проекции отрезка, полученная таким 
путем точкаи будет вертикальным следом данного отрезка. 
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Действительно (фиг. 51), поступая согласно настоящего правила, мы 
без труда находим оба следа произвольного отрезка аб — а’, при чем 
горизонтальный его след С получился расположенным ниже, а вертикаль- 
ный Ю — выше оси проекций, что служит указанием на то обстоятель- 
ство, что данный отрезок аб — &@’/’, будучи сам взят в первом углу про- 
странства, получил и оба свои следа в пределах того же первого угла. При 
подобных. построениях всегда надо отдавать себе отчет и твердо помнить, что, 
в силу сущности понятия о следах линий, проекции этих следов ее, с таковыми 
несовпадающие (т.-е. вертикальная проекция с’ горизонтального следа С и 
горизонтальная проекция 4 вертикального ‘следа 1)) располагаются непременно 
на оси проекций. 

С несколько иного рода явлением мы встречаемся (фиг. 52а и 53) при 
построении следов двух других отрезков а — а! и а@1— ТГ. Следы первого из 
этих отрезков а —@й (фиг. 52) получаются на эпюре расположенными оба 
выше оси проекций, как, равным образом, и оба следа другого отрезка 0 — а’Г 
- (фиг. 583) на эпюре размещаются ниже оси проекций. Это обстоятельство ни 
в коем случае не должно нас смущать, а наоборот, приучая себя сознательно 
читать результаты получающихся на эпюрах построений, мы при первом же 
взгляде на эпюры (52а и 53) получим право сказать, что оба отрезка а — а/й' 
и и — а, находясь в первом углу пространства, расположены в нем таким 
образом, что первый из них, т.е. отрезок ай — а/\, получает оба свои следа 
в пределах второго, а второй 47 — а’1—в пределах четвертого углов пространства, 
что непосредственно вытекает из расположения следов этих отрезков по отно- 
шению к оси проекций. 3 

‚ В справедливости настоящего замечания нетрудно убедиться следующим 
путем: возьмем (фиг. 54) две взаимно перпендикулярные плоскости проекций, 
образующие все четыре угла пространства, и в первом из них зададимся каким- 
либо произвольным отрезком АВ. Образование следов этого отрезка, т.-6. точек С 
и Р,, легко можно себе представить путем продолжения отрезка АВ в обе сто- 
роны за точки 4 и В. Оба следа подобного отрезка лежат в таком случае в пре- 
делах первого же угла пространства. Если же, оставляя неподвижной точку А, 
мы изменим относительное расположение этого отрезка и приведем его в поло- 
жение АХ, то, для получения его следов, его уже нельзя будет продолжать в обе 
стороны, т.-е. за точки А и К. Для этой цели нам придется ограничиться про- 
должением отрезка АА только в одну сторону, а именно, за точку А. Действи- 
тельно, будучи продолжен в этом направлении, отрезок АК, прежде всего, в точке 
. образует свой вертикальный след, тотчас же проходит при этом во второй 
угол пространства и затем, уже там, получает свой горизонтальный след, т.-е. 
точку (5, после. чего, будучи продолжен в том же направлении, он проникает 
в третий угол пространства. 

Нетрудно убедиться в том, что, при новом изменении относительного рас- 
положения отрезка, т.е. при приведении его в состояние АГ, он получит оба 
свои следа — горизонтальный Сх и вертикальный /),—в пределах четвертого угла 
пространства и при продолжении своем за вертикальный след 1), отрезок АС 
тоже проникнет в третий угол, куда на сей раз’он войдет с другой стороны, 
предварительно пронзив горизонтальную, а потом уже вертикальную плоскости 
проекций. Отрезок ат— а’т’ (фиг. 55) из первого угла пространства непосред- 
ственно проникает в третий, что ясно видно в пространственном изображении, 
& на эпюре (фиг. 56) характеризуется тем обстоятельством, что оба его следа, 
т.-е. точки Оз и Д,, располагаются на оси проекций. Здесь будет уместно заме- 
тить, что отрезки прямых, образующие оба свои следа в пределах того угла, 
в котором они сами находятся, называются отрезками, в этом угле заключен- 
ными, а отрезки, лежащие в одном углу пространства и получающие свои следы 
в каком либо другом — носят название отрезков —входящих в соответствую- 
щие углы пространства. 
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Ради более всестороннего ознакомления с данным вопросом и усвоения 
чтения эпюр проделаем следующие упражнения. Положим (фиг. 57), что нам 
дан отрезок 42 — а’5’ в четвертом углу пространства. Построив по только что. 
указанному общему способу следы данного отрезка, мы видим, что они оба, 
расположены на эпюре ниже оси проекций, что свидетельствует о том, что 
отрезок АВ всецело заключен в упомянутом четвертом углу пространства. Теперь 
посмотрим, можно ли на эпюре получить указание на то, в какой угол про- 
странства данный отрезок проникнет, будучи продолжен за тот или другой его 
след? ‘Продолжение отрезка за его горизонтальный след на эпюре выразится 
продолжением его горизонтальной проекции 46 за упомянутый горизонтальный 
след С и вертикальной ‘его проекции а’б’ за вертикальную проекцию с” горизон- 
тального следа. (Мысленное продолжение отрезка графически может быть 
выражено не иначе, как путем одновременного продолжения в одном 
и том же направлении непременно обоих его проекций.) В результате 
означенного продолжения рассматриваемого отрезка аб -- а’ за его горизонталь- 
ный след, продолжение горизонтальной его проекции останется ниже оси проек- 
ций, а вертикальная его проекция а’?’, будучи соответственным образом удлин- 
нена в том же направлении, расположится выше таковой, что будет слу- 
жить неоспоримым доказательством, что упомянутым путем отрезок проникает. 
в первый угол пространства. Пользуясь тем же приемом, нетрудно видеть, что 
будучи продолжен за свой вертикальный след Г), он пройдет в. третий угол про- 
странства. 

Задавшись (фиг. 58) в первом углу пространства отрезком аф— а’, оба 
следа Си Г) которого лежат на оси проекций, мы сразу уббждаемся, что, при 
продолжении его за упомянутые следы, отрезок этот проходит в третий угол 
пространства. Желая построить следы другого отрезка аб — а/6’, взятого (фиг. 59) 
тоже в первом углу пространства, мы без труда находим его горизонтальный 
след С и тотчас же убеждаемся, что никакими средствами не будем в состоянии 
получить его вертикального следа,’ так как горизонтальная проекция аб этого 
отрезка параллельна оси проекций и при продолжении своем не может пересечь 
сей последней, как это требуется правилами нахождения следов. Такая прямая, 
очевидно, не будет иметь вертикального следа, а если это так, то она должна 
быть параллельна вертикальной плоскости проекций. То же самое можно повто- 
рить и относительно отрезка 0 —а’б’ (фиг. 60) во втором углу пространства, 
для которого нельзя построить его горизонтального еледа и который в силу 
этого обстоятельства параллелен горизонтальной плоскости проекций. Оба послед- 
ние примера безусловно подтверждают правильность установленных нами ранее 
признаков параллельности линий какой-либо из плоскостей проекций. 

В непосредственной связи с только что рассмотренной задачей построения 
следов любого отрезка находится и следующая очередная задача о построении 
проекций любой прямой по двум данным ее следам. Для правильного разрешения 
настоящей задачи будем рассматривать (фиг. 61) горизонтальный О и верти- 
вальный [) следы этой линии, как начальную и конечную ее точки. Каждый из 
упомянутых следов, как известно, совпадает с собственной одноименной проек- 
цией, а другие их проекции лежат на оси проекций. Построив проекции с’ и 4 
следов Си Ри соединяя между собою одноименные проекции их, мы, в виде 
отрезков С, получим горизонтальную и в виде ‹'Р — вертикальную проекции дан- 
ной прямой СР. На проекциях построенной таким образом прямой можно взят 
(фиг. 62) проекции произвольной длины отрезка аб — а’. - 

Теперь, умея находить следы любого отрезка, а также — по следам пря- 
мой — строить ее проекции, мы можем решить ряд задач двух различных кате- 
горий, а именно: 1) через произвольно взятые точки. или через определенным 
образом заданные прямые провести ту или иную плоскость и 2) построить 


проекции точек, прямых или различных геометрических фигур, лежащих в любой 
нлоскости. 
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Задачи Т категории. Через произвольную точку провести 
произвольную же плоскость общего положения. 

Для этой цели через точку а—а' (фиг. 63), предварительно проведем какую- 
либо прямую ти — ии’, что на эпюре выразим тем обстоятельством, что проек- 
ции этой прямой проведем через одноименные проекции этой точки и затем, - 
построив следы би упомянутой прямой, соединим их с любою точкой р, взя- 
той на оси проекций. Полученные таким образом линии Р’р ирРи будут 
следами плоскости общего положения Р’рР, проведенной через отрезок ттт, 
а’ стало.быть и: через точку а—@”. Задача эта неопределенная, так как через 
всякую точку в пространстве можно провести бесчисленное множество плоскостей. 
Справедливость этого замечания на эпюре подтвердится тем обетоятельством, 
что задаваясь на оси проекций точками 4»7, тит. д. и воединяя их со сле- 
дами С и ГП отрезка ти— т/п, мы будем получать все новые и новые пло: 
кости: 000 ВВ, 9 СТТ в туд ризакОотОорых, каВЛАЯ пройдет через 
точку а—@. у 

Настоящая задача, очевидно, обнимает собою и другую, ей подобную, о про- 
ведении плоскости общего положения через произвольным образом заданную: 
прямую. 

Положим (фиг. 64), что нам дана прямая аб — а’, через которую: 
требуется провести плоскость общего положения. Способ решения задачи, конечно- 
остается один и тот же, но, построив следы Си Ш данного отрезка а6— а’5’, 
иы заметим, что оба они расположатся ниже оси проекций, благодаря чему, 
соединяя их с произвольной точкой р, взятой на оси проекций, мы получим 
плоскость РР, которая находится в четвертом углу пространства, тогда как. 
отрезок а6— а, через который мы эту плоскость собирались провести, был 
задан в первом углу. Обстоятельство это не должно нас смущать. Полученная: 
нами указанным путем плоскость Р’рР проходит через продожение рассматри- 
ваемого отрезка а — а’ в пределах четвертого угла пространства. Ноэтому, 
продолжив вертикальный след Р’р плоскости за ось проекций, мы вместе с тем 
продолжим и самую плоскость Р’рРв первый угол пространства, в котором она. 
новой своею частью или продолжением и будет проходить через отрезок аб—а'Б’. 

Пусть (фиг. 65) через произвольный отрезок аб — аб’ требуетея про- 
вести горизонтально-проектирующую плоскость. Построив следы 
Си Л данного отрезка и зная, что вертикальный след горизонтально-проекти- 
рующей плоскости должен быть перпендикулярен к оси проекций, проведем 
через вертикальный след Р отрезка линию Р’р под прямым углом к оси проек- 
ций, Соединив затем точку р на сей последней с горизонтальным следом С’ 
отрезка в виде линии рР, мы получим горизонтальный след рР искомой гори- 
зонтально-проектирующей плоскости РР, проходящей через данный отрезок 
ара’Ь’. Задача эта, как видно, в отличие от предыдущей вполне определенная, 
так как через любой отрезок прямой можно провести только одну, а следова- 
тельно, и вполне определенную, торизонтально-проектирующую плоскость. Тем же 
самым способом (фиг. 66) через отрезок аб — а’5', для разнообразия взятый во 
втором углу пространства, проведена вертикально проектирующая’ плоскость 
090, горизонтальный след 4 которой, проходя через горизонтальный след С 
отрезка, должен быть перпендикулярен К оси проекций. Заметим попутно, что 
оба последние построения (фиг. 65 и 66) в полной мере подтверждают спра- 
ведливость установленных нами ранее признаков прохождения горизонтально- 
и вертикально - проектирующих плоскостей через произвольным образом задан- 
ные точки и прямые. Горизонтально проектирующая плоскость Р’рР (фиг. 65) 
и вертикально-проектирующая 0'90 (фиг. 66), были проведены через отрезки 
ав— а’ в первом и втором углах пространства и Мы видим, что горизонтальная 
проекция аб первого отрезка располагается на горизонтальном следу Ру, а верти- 
кальная проекция а’ второго — на вертикальном следу @’4 упомянутых `пло- 
скостей Р’рР и 940. 


О 


Так как оба следа профильной плоскости, как известно, перпендикулярны 
_® оси проекций и так как такую плоскость мы обязаны рассматривать, как 
плоскость одновременно и горизонтально и вертикально проектирующую, и так 
Бак, следовательно, на этом основании проекции всякой прямой, находящейся 
вподобной плоскости, должны лежать на одноименных следах плоскости, то вполне 
понятно, что профильную плоскость можно провести только через такие отрезки, 
обе проекции аф и аб’ которых (фиг. 67) перпендикулярны к оси проекций, или 
через такие, одва из проекций которых перпендикулярна к оси проекций, 
а другая изображается одной точкой, т.-е. через прямые, перпендикулярные 
к одной из плоскостей проекций. 

Не подлежит никакому сомнению, что профильную плоскость (фиг. 68) 
можно провести через любую точку. 

Плоскость, параллельную оси проекций, можно провести через 
любую прямую 40 —@’5’ (фиг. 69), причем следы Р’—Ри Р—Р такой пло- 
скости, проходя через следы данной прямой, будут параллельны оси 
проекций '). 

Задачи ИП категории. Построить проекции произвольной 
точки, лежащей в плоскости общего положения. На следах пло- 
скости общего положения Р’Р (фиг. 70) задаемся следами С’ и Г) произвольной 
прямой, по следам находим проекции ве, а на сих последних берем проекции 
произвольной точки а— а’. Задача эта обыкновенно формулируется иначе, т.-е. 
говорят, что на плоскости общего положения требуется „взять“ произвольную 
точку а—@, что и выполняется указанным выше способом. Тем же самым путем 
произвольные точки и прямые и произвольные точки и линии берутся и на гори- 
зонтально-и вертикально-проэктирующих плоскостях, а также на плоскостях, 
параллельных оси проекций, и на плоскостях, параллельных какой-либо из пло- 
скостей проекций (фиг. 71—74). При этом необходимо заметить, что плоскости, 
параллельные какой-либо из плоскостей проекпий, имеют только по одному 
следу, в свою очередь, параллельному оси проекций. Одна из проекций любой 
Тинии, лежащей в подобных плоскостях, располагается на единственном их следу, 
а вторая, проектируясь при этом на другую плоскость проекций в свою натураль- 
ную величину, образует с осью проекций некоторый определенный угол. 

К этой же категории вопросов может быть отнесена и задача взятия на 
любой плоскости произвольной геометрической фигуры безотносительно 
5 действительной ее величине. 

Допустим (фиг. 75), что на плоскости общего положения Р’рР требуется 
взять произвольного вида треугольник 90е—а’5'с’. Для этой цели, в плоскости 
Р’рР только что указанным способом возьмем две произвольных линии, со сле- 
дами таковых 0.0); и С.Ю, и на проекциях этих прямых зададимся проекциями 
а—@’, 5—5 ие’ трех произвольных точек. Соециняя между собою прямыми 
линиями одноименные проекции а, Бисиа,, Бис’ упомянутых точек, мы 
и получим а6е — а’Б’е проекции треугольника, взятого на данной плоскости общего 
положения РР. | 

Тем же самым способом построены (фиг. 76 и 77) проекции абед—а’6’с'а’ 
и асе — а’ четырехугольника АВОД и шестиугольника АВОДЕЕ, из 
которых первый взят на горизонтально, & второй — на вертикально-проектирую- 
щих плоскостях РР и (90. При этом опять необходимо отметить, что гори- 
зонтальная проекция афс4 четырехугольника и вертикальная проекция аб’ а’е’р 
шестиугольника представляют в0бою прямые линии, из которых: первая распо- 
ложена на горизонтальном следу Рр, а вторая —на вертикальном следу (@’0 дан- 
ных горизонтально и вертикально-проехлирующих плоскостей Р’уР и (7940. 


) Через прямую, параллельную одной из плоскостей проекций, но не параллель- 
ную при этом и другой из них, а также через прямую, обе проекции которой перпенди- 
кулярны к оси проекций, провести плоскость, параллельную сей последней — нельзя. 
Доказать справедливость этого замечания предлагается самим учащимся. 


рот 


На фиг. 78 и 79 изображены проекции абе—а’Б’с’ и т — ТР’ треуголь- 
ников АВС и КЕМ, взятых на плоскостях Р’Р’— РРи О’О’— 00, параллельных. 
оси проекций, из которых вторая дана в четвертом угле пространства. 

Проекции любой фигуры, взятой на профильной плоскости (фиг. 80), раепо- 
лагаются на одноименных следах плоскости, но судить даже о приблизительном 
виде такой фигуры без предварительного усвоения метода совмещения плоскостей, 
о котором своевременно будет сказано ниже, — нельзя. 

Всего проще производится построение проекций любой геометрической 
фигуры, если таковая берется на плоскости, параллельной какой либо из пло- 
скостей проекций. В таком случае (фиг. 81 и 82) одна из проекций данной 
геометрической фигуры строится в натуральную ее величину на той плоскости 
проекций, которой параллельна заданная плоскость, а другая ее проекция при 
этом, в виде прямой линии, располагается на единственном следу упомянутой 
плоскости. - 

Ознакомившись с основными понятиями начертательной геометрии, в заклю- 
чение настоящей главы, необходимо еще ‘установить признаки взаимного. пересе- 
чения и параллельности отдельных прямых. Если какие-либо цве прямых 
а —а'6’ и ти— т/п’ (фиг. 83) пересекаются, то точка х—2” их пере- 
сечения, очевидно, является точкою, одновременно ‘принадлежащею 
обоим пересекающимся прямым. Графически на эпюре это поня- 
тие может быть выражено не иначе, как построением одноименных проек- 
ций 9д и ти и аб’ и туп’ этих прямых таким образом, чтобы они пере- 
секались в точках 2 и 2’, расположенных непременно на одном пер- 
пендикуляре к оси проекций. Это последнее условие должно быть обя- 
зательно соблюдено, так как в противном случае (фиг. 84) точка 5, проекции, 
которой 5 и 5 не лежат на одном перпендикуляре к оси проекций, 
не будет представлять собою точки пересечения отрезков тм — и’ я’ 
и 4 —#'4', хотя каждая из точек з и 5’ и является точкой пересечения одно- 
именных проекций данных прямых. Подобные отрезки не пересекаются друг 
с другом, а только перекрещиваются в пространстве, не имея при этом 
ни одной общей точки. Фиг. 85 и 86 представляют собою первая—два отрезка 
аф—а’5’ и ор—ор', расположенных во втором углу пространства и пересекаю- 
щихся в точке &—/”, а вторая —— отрезки а6—а/5’ и ор — ор’, перекрешиваю- 
щиеся в четвертом углу пространства. 

Так как две параллельных между собою линии, на всем их протяжении, 
одна с другою не пересекаются, т.-е., следовательно, не имеют ни одной общей 
им обоим точки, то очевидно, что графически на эпюре (фиг. 87) условие 
взаимной параллельности двух отрезкой о0— 0/6” ор—0р’ и тт —т’и’ должно быть 
выражено параллельностью их одноименных проекций. 
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ГЛАВА И. 


Определение положения плоскостей в пространстве. ^ Понятие о горизонталях И 
вертикалях плоскостей, построение таковых и их проекций. Свойства и при- 
знаки горизонталей и вертикалей. Горизонтали и вертикали плоскостей общего положения 
и горизонтально и вертикально-проектирующих плоскостей. Понятие о вращении и совме- 
щении плоскостей. Совмещение плоскостей горизонтально и вертикально-проектирующих. 
Совмещение плоскостей общего положения. Детальное рассмотрение применяемого при 
этом процесса вращения. Ось, плоскость, центр и радиус вращения. Применение метода 
совмещения плоскостей для нахождения действительной величины прямых линий 
и геометрических фигур, заданных их проекциями. Сущность обоих применяемых при 
этом приемов... Задачи на „положение“ геометрических фигур определенного вида 
и размеров в различные плоскости. Построение следов прямых, лежащих в профильной 
плоскости. Нахождение действительной величины геометрических фигур, заданных в пло- 
скостях, параллельных #0си проекций. Совмещение плоскостей, параллельных плоскостям 
проекций. Понятие об осевых плоскостях и совмещение таковых. Частные случаи совме- 
щения плоскостей. Вращение плоскостей вокруг произвольных осей. Приведение плоскостей 
в положение, параллельное плоскоетям проекций. Поворот плоскостей вокруг. оси, перпен- 
дикулярной к любой из плоскостей проекций. Преобразование плоскостей общего поло- 
жения в плоскости горизонтально или вертикально-проектирующие. Вращение произ- 
вольных прямых безотносительно к тем плоскостям, в воторых они расположены. Двойной 
поворот прямых и приведение их в положение, перпендикулярное к любой из плоскостей 
проекций. 

Более подробному расемотрению различных свойств и признаков, присущих 
всякого рода плоскостям, в том или ином их положении, необходимо предпослать 
ознакомление с приемами точного определения плоскости в пространстве и вывести 
признаки некоторых линий на плоскостях, которые, благодаря своим замечатель- 
ным свойствам, играют выдающуюся роль в качестве вспомогательных линий, 
особенно в связи с методом совмещения плоскостей, которому ниже будет уде- 
лено должное внимание. 

При проведении плоскости через произвольно взятую точку или прамую 
мы видели, что задача эта — совершенно неопределенного свойства, так как через 
любую точку или прямую можно провести бесчисленное множество плоскостей, 
что и было показано на эпюре (фиг. 63). Не трудно представить себе, что поло- 
жение плоскости в пространстве совершенно точно устанавливается тремя усло- 
виями, а именно: 

а) прохождением ее через два пересекающихся отрезка, 

Ъ) прохождением ее через два параллельных отрезка, и 

©) прохождением ее через заданные произвольным образом точку и 
отрезок. 

Положим (фиг. 88), что нам даны два произвольных отрезка а6—а’5” 
и ти— ти, которые пересекаются друг © другом в точке # —(". Желая про- 
вести через эти отрезки плоскость, мы должны будем, как известко, найти следы 
Су и Р, и О. и 0.5 обоих отрезков и следы плоскости провести через одно- 
именные следы отрезков. Соединяя, с этой целью, между собою прямыми линиями 
одноименные следы обоих отрезков, т.е. точку С; с С. и точку Г, © Ь,, мы, 
в виде прямых Рр и 0Р’, получим следы совершенно определенной плоскости 
ую 74 
РР, которую одну только и можно провести через упомянутые пересекаю. 
щиеся отрезки. На фиг. 89 показано проведение плоскости Р’рР через два дру- 
гие пересекающиеся в точке 5—5’ отрезка ар — аб’ и 1—Т. Факт пересе- 
чения на оси проекций, независимо один от другого строемых следов 04 и (@’9 
единственно-возможной и вполне определенной плоскости @'40, служит подтверж- 
дением правильности произведенного построения. | 

Совершенно тем же путем, через любые два параллельных между собою 
отрезка а—а0 и пи-ти (фиг. 90), может быть проведена только одна 
вполне определенная плоскость Р’рР’. На фиг. 91 показано проведение пло- 
скости через два параллельных отрезка аб — а’5’и в/{—е'[’, из которых один 
расположен в 1-0м, а другой — 8-ем углах пространства. Согласно последнему 


О 


условию, на эпюре получаются два участка РР и РР.’ одной и той же пло- 
скости, проходящие в соответствующих углах пространства. 

Задача проведения плоскости через произвольно заданный отрезок аб— а’ 
и точку о—о’ (фиг. 92—93) сводится к любой из предыдущих, так как, 
соединяя точку о—0’с какой-либо из точек (положим с точкой Х—Ё’ данного 
отрезка) мы получим два, пересекающихся в означенной точке, отрезка, а проводя 
через точку о—0’ линию, параллельную отрезку аб —а’6', получим два парал- 
лельных между собою отрезка аб — а’ и от — 0’т’, что в обоих случаях дает 
один и тот-же конечный результат, так как ведет к построению одной и той же 
вполне определенной плоскости ЭР. 

Хотя в предыдущей главе выше‘ и были указаны признаки, которым должны 
удовлетворять следы горизонтально и вертикально-проектирующих плоскостей, 
на эпюрах (фиг. 94, 95, 96 и 97) еще раз указано расположение следов сих 
последних, в зависимости от нахождения их в том или ином из углов простран- 
ства. 

Те линии, которым в начертательной геометрии, как уже было упомянуто 
выше, отводится весьма значительная роль, носят название горизонталей 
и вертикалей плоскостей. Под первыми — разумеют такие линии, которые, 


находясь на какой-либо произвольной плоскости вообще, В то же время располо- .. 


жены в них параллельно горизонтальной плоскости проекций, а вторые — т.-е. 
вертикали представляют собою такие линий, которые, будучи заключены 
в какой-либо произвольно взятой плоскости, занимают в них положение, парал- 
тельное вертикальной плоскости проекций. : 
Прежде, чем выводить свойства и устанавливать признаки горизонталей 
и вертикалей, постараемся построить таковые чисто геометрическим путем. Лля 
этой цели возьмем в [| углу пространства. произвольную плоскость общего 
положения РрР и в тот же 1 угол пространства (фиг. 98) встроим еще одну 
плоскость, параллельную горизонтальной плоскости проекций, которая, веледствие 
этого условия, будет иметь только один вертикальный след ()’ — ©’, параллельный 
оси проекций. Теперь, построив плоскость ()’ — @', вспомним одну из известных 
теорем стереометрии, гласящую о том, что две параллельных между собою пло- 
скости рассекаются третьей — по линиям взаимно параллельным. Имея в [углу 
пространства две параллельных между собою плоскости, т.-е. плоскость 9’ — 0’ 
и горизонтальную плоскость проекций, мы видим, что обе они пересекаются 
третьей плоскостью, а именно, плоскостью общего положения Р’рР, построением 
горизонтали которой мы и задались. В таком случае мы имеем право сказать, 
что плоскость общего положения РР рассекает плоскости ()’ — @’ и горизон- 
зонтальную плоскость проекций по линиям между собою параллельным, а так 
как последнюю плоскость она пересекает по линии рР, образующей ее горизон- 
тальный. след, то вполне очевидно, что плоскость 4’ —@’ плоекость общего 
положения Р’рР должна будет рассечь по линии р —К, параллельной линии ФР, 
а& так как эта последняя находится на горизонтальной плоскости проекций, то, 
следовательно, линия /) — К, которая, в качестве линии пересечения двух пло- 
скостей РуР и ('— (', лежит и на плоскости РуР, будет параллельна горизон- 
тальной плоскости проекций, а следовательно, эта линия ) — К и представит 
<0б0ю искомую горизонталь плоскости Р’ЬР общего положения, так как, находясь 
в ней, она в то же время оказывается параллельной горизонтальной 
плоскости проекций. Точка р на вертикальном следу Р’р плоскости 
явится единетвенным и именно вертикальным следом данной горизонтали, так 
как в качестве линии, параллельной горизонтальной плоскости проекций, гори- 
зонтального следа она не будет иметь. Теперь, желая построить обе проекции 
горизонтали /) — К, мы должны будем поступить следующим образом: для полу- 
чения горизонтальной ее проекции, проведем через линию 2) — К горизонтально - 
проектирующую плоскость ВЮ. Вертикальный след А’у этой плоскости должен 
будет проходить через точку Л — вертикальный след горизонтали и быть перпен- 
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‚ дикулярным к оби проекций, а направление ее’ горизонтального следа можно 
определить, руководствуясь таким соображением: плоскости ()’— (’ и горизон- 
тальная плоскость проекций— параллельны, и, следовательно, горизонтально- 
проектирующею плоскостью 2” они должны рассекаться по линиям между 
собою параллельным, или, другими словами, горизонтальный след 7” горизонтально- 
проектирующей плоскости А’”А, на котором и должна лежать ‘горизонтальная 
проекция горизонтали, должен быть параллелен самой горизонтали, а так как 
сия последняя, как уже было установлено выше, параллельна горизонтальному 
следу Рр плоскости Р’РР, то, следовательно, и торизонтальная проекция горизон- 
тали будет тоже параллельна горизонтальному следу рР той плоскости общего 
положения Р’рР, для которой линия )— К служит горизонталью. Вертикальной 
проекции горизонтали строить не придется — она уже готова; так как пло- 
скость 4’ — (’, при помощи которой была образована сама горизонталь Р—К 
и в которой, в качестве линии пересечения ее с плоскостью Р’рР, горизон- 
таль Р — К находится, параллельна горизонтальной плоскости проекций, то она, 
т.-е. эта плоскость (/— (’, перпендикулярна к вертикальной плоскости проекций 
и по отношению к горизонтали она является вертикально-проектирующей 
плоскостью, через нее проведенной, а в таком случае, вертикальная проекция 
горизонтали должна находиться на вертикальном следу ()’— (’ этой плоскости, 
который, как известно, параллелен оси проекций. На этом основании мы можем 
заключить, что вертикальная проекция горизонтали ‘ должна быть параллельна 
оси проекций. Так как упомянутая плоскость (@’— ©”, при помощи которой была 
построена горизонталь Г) — К плоскости Р'’рР, была проведена нами на произ- 
вольном расстоянии от горизонтальной плоскости проекций, то вполне понятно, 
что тем же самым путем на плоскости общего положения Р’)Р можно взять бесчи- 
сленное множество ее горизонталей, обладающих одними и теми же свойствами, 
которые формулируются так: 

1) Горизонтальная проекция горизонтали, как и сама 
горизонталь, параллельна горизонтальному. следу той пло- 
скости, для которой. последняя служит горизонталью. 

_ 2) Вертикальная проекция горизонтали параллельна оси 
проекций. 

3) Горизонталь имеет только один вертикальный след, 
лежащий на вертикальном следу той плоскости, для которой 
упомянутая линия является горизонталью. у 

Путем совершенно такого же построения, но только при введении в дело 
вспомогательной плоскости () — (), параллельной вертикальной плоскости проекций 
(фиг. 99), может быть построена вертикаль для любой плоскости общего положе- 
ния Р’рР, при чем вполне понятно, что свойства вертикалей, будучи хотя 
и аналогичны, но противоположны свойствам горизонталей, дают повод облечь 
признаки их тоже во вполне аналогичную, но обратным образом конструируемую 
внешнюю форму, а именно: 

1) Вертикальная проекция вертикали, как и сама верти- 
каль, параллельна вертикальному следу той плоскости, для 
которой последняя служит вертикалью. 

2) Горизонтальная проекция вертикали параллельна оси 
проекций. 

3) Вертикаль имеет только один горизонтальный след, 
лежащий на горизонтальном следу той плоскости, для кото- 
рой упомянутая линия является вертикалью. 

Желая путем применения в дело только что установленных признаков 
горизонталей и вертикалей построить наэпюре проекции таковых для плоско- 
стей общего положения РуР и 0’90, поступают следующим образом: на верти- 
кальном следу Р’р (фиг. 100) плоскости Р’рР берут в качестве вертикального 
следа горизонтали произвольную точку 0), проводят через нее линию, параллель- 
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ную оси проекций, и получают. таким путем вертикальную проекцию горизонтали. 
Построив. затем на оси проекций точку 4, т.-е. горизонтальную проекцию верти- 
кального следа горизонтали, проводят через нее горизонтальную проекцию гори- 
зонтали параллельно горизонтальному следу Рр данной плоскости. Аналогичным 
приемом (фиг. 101) построены проекции вертикали для плоскости (’90. На эпюрах 
(фиг. 102, 103 и 104) показаны проекции торизонталей и вертикалей для 
плоскостей общего положения РР и 4'40, взятых во П, Ш и [\ углах про- 
странства. Вполне понятно, что линия а_— а.’ (фиг. 105), параллельная гори- 
зонтальной, и линия ти — иж’ (фиг. 106), параллельная вертикальной плоскостям 
проекций, будут служить горизонталью для любой из проведенных через них 
плоскостей. Некоторой особенностью отличаются горизонтали и вертикали гори- 
зонтально-и вертикально-проектирующих плоскостей. Так, например, на фиг. 107 
представлена в пространственном изображении горизонталь горизонтально-проекти- 
рующей плоскости Р’Р, на эпюре (фиг. 108) горизонтальная проекция этой 
горизонтали, как и следовало ожидать, сливается с горизонтальным следом Рр 
плоскости. Горизонтальная проекция вертикали той же горизонтально-проекти- 
рующей плоскости Р’уР (фиг. 109), как видно из эпюра (фиг. 110), обращается 
в точку, совпадающую с горизонтальным следом С’этой вертикали, и распола- 
гается на горизонтальном слелу рР плоскости. Построение на эпюре (фиг. 112) 
указывает на то, что вертикальная проекция горизонтали вертикально-проекти- 
рующей плоскости Р’рР (фиг. 111), обращаяеь в одну точку, совпадающую 
с вертикальным следом 1) горизонтали, располагается на вертикальном следу Р’р 
плоскости. И, наконец, пространственное изображение (фиг. 113) и эпюра (фиг. 114) 
свидетельствуют о том, что вертикальная проекция вертикали вертикально- 
проектирующей плоскости Р’рР совпадает с вертикальным слелом „Р’р данной 
плоскости. 

Прежде, чем перейти к дальнейшему изложению, необходимо отметить то 
обстоятельство, что если на самих горизонталях или вертикалях какой-либо 
плоскости (фиг. 98 и 99) будут взяты произвольные точки А и В, то проекций 
этих точек построятея непременно на соответствующих или одноименных проек- 
циях упомянутых горизонталей и вертикалей. В графическом отношении, на 
элюре это выразится тем обстоятельством, что, желая провести торизонталь или 
вертикаль любой плоскости через произвольную на ней взятую точку, мы 
должны будем провести проекции этих горизонталей и вертикалей через одно- 
именные проекции упомянутых точек. Другими словами, факту проведения проекций 
горизонталей и вертикалей через одноименные проекции какой-либо точки на 
плоскости непременно соответствует прохождение самих горизонталей или- 
вертикалей через сами упомянутые точки и наоборот. 

Теперь, после ряда предварительных указаний, приступим к выяснению сущно- 
сти процесса вращения всякого рода плоскостей. С общим видом данного процесса, 
в его простейшем применении, мы уже имели повод встретиться при установле- 
нии способа изображения проекций точки на эпюре. Тогда мы видели, что. 
в результате последовательных поворотов вокруг 0си проекций вертикальной 
плоскости проекций на углы в 90°. последняя каждый раз совмешалась с тем 
или иным из участков горизонтальной плоскости проекций. В большинстве, слу- 
чаев, означенный прием вращения плоскостей сводится к тому же конечному 
результату совмещения их на какую-либо из плоскостей проекций, хотя в даль- 
нейшим мы увидим, что в начертательной геометрии он нередко служит и для 
других целей. Рассмотрим сперва процесс вращения плоскостей в применении 
к совмещению их на любую из плоскостей проевций, т.-е., следовательно, выясним 
сущность чрезвычайно важного метода совмещения плоскостей. Вполне понятно, 
что совмещение любой плоскости на какую-либо из плоскостей проекций может 
быть произведено не иначе, как только путем вращения ее вокруг одного из ее 
следов. На этом основании можно заключить, что вращение плоскостей предета- 
вляет собою тот прием, при помощи которого в частности достигается совмещение 


их на любую из плоскостей проекций. В виде простейших примеров совмещения 
рассмотрим сперва совмещение плоскостей горизонтально-и вертикально-проекти- 
рующих. Положим, что нам дана (фиг. 115) горизонтально-проектирующая плоскость 
РР, которую необходимо ссвместить на горизонтальную плоскость проекций. 
Достигнуть указанного результата мы сможем не иначе как, вообразиВ себе 
плоскость Р’рР, как бы отрезанной по всей длине ее вертикального следа Р’р 
от вертикальной плоскости проекций и затем повернутой вокруг горизонтального 
ее следа Рр на угол в 90°. Этих двух приемов для нашей цели будет вполне 
достаточно. Шри этом необходимо учесть то обстоятельство, что нам заранее 
известен угол Р’РР между следами данной плоскости. Фактом громадной 
важности являетея то условие, что угол, образуемый следами любой горизон- 
тально-и вертикально-проектирующих плоскостей, как было выяснено выше, 
всегда равняется 90°. Во время процесса вращения, которому плоскость Р’рР 
подвергается, ради цели совмещения ее на горизонтальную плоскость проекций, 
упомянутый угол не может изменить своего размера, вследствие чего, по оконча- 
нии процесса вращения, в результате совмещения, вертикальный след Ру пло- 
скости на горизонтальной плоскости проекций займет положение Р”. р, перпенди- 


кулярное к горизонтальному следу /Р, а вся плоскоеть Р’рР, будучи совмещена 
ва горизонтальную плоскость проекций, изобразится на ней контуром, ограни- 
ченным © двух сторон взаимно перпендикулярными следами ее Ру и Рр, 


а с третьей — волнистой кривою Р — Р”. Не трудно видеть, что при совмещении 


той же горизонтально-проектирующей плоскости Р’рР’на вертикальную плоскость 
проекций (фиг. 116) роль оси вращения будет играть вертикальный ее след Р’и, 
а горизонтальный ее след Рр в результате сольется с осью проекций, распола- 
гаясь на ней по ту или другую сторону от точки р, в зависимости от направле- 
ния вращения самой плоскости Р’рР. С тою же простотой совершается совмещение 
на любую из плоскостей проекций и вертикально-проектирующей плоскости ©/’40, 
указанное на эпюре (фиг. 117). Все сказавное о совмещении горизонтально- 
и вертикально-проектирующих плоскостей на ту или иную из плоскостей проекций 
в полной мере, может быть повторено и относительно совмещения профильных 
плоскостей, с тою только разницей, что в зависимости от того, на какую именно 
из плоскостей проекций совмещается профильная плоскость, одноименный след 
ее сохранит свою перпендикулярность к оси проекций (фиг. 119 и 120). Инте- 
ресно отметить то обстоятельство, что до тех пор, пока мы имеем дело с обычным 
изображением плоскостей на эпюрах, мы встречаемся только с символическим 
или условным обозначением таковых, с момента же совмещения их на ту или 
иную из плоскостей проекций, мы получаем эти плоскости как таковые, в одном 
случае как бы положенными перед нами на чертежную доску, а в другом— 
повешенными на стену. Отсюда, сам собою, вытекает вывод, что если на эпюре 
мы обычно имеем только проекции различных прямых линий и геометрических 
фигур, данных в той или иной плоскости общего положения, то с момента 
совмещения плоскости на любую из плоскостей проекций, эти линии и фигуры 
предстают перед нами, как таковые и, следовательно, мы получим возможность 
судить о их действительной величине, виде и размерах. Это весьма важное 
обстоятельство, в свою очередь, выливается в особый прием, при помощи кото- 
рого совмещение плоскостей удается использовать для решения целого ряда 
задач прикладного характера, носящих общее название „положения“ прямых 
и геометрических фигур определенных размеров и вида в различного рода 
плоскости. Под этим выражением разумеют построение проекций прямых и фигур 
определенных размеров в том виде, когда они будут положены или заключены 
в ту или иную плоскость. 


Совмещение, плоскостей общего положения не может быть произведено 
так же просто, как оно выполняется по отношению к плоскостям горизонтально- 
и вертикально-проектирующим и профильным, главным образом, на том основании, 


Е 


что на эпюре (фиг. 121) угол межд следами плоскости общего положения не 
представляет собою его действительной величины, как, равным образом, он не 
равняется сумме углов, образуемых следами плоскости в осью проекций. Если бы 
действительная величина угла между следами плоскости общего положения нам 
была известна, то задача совмещения ее на ту или иную из плоскостей проекций 
сводилась бы к описанному выше весьма несложному способу. Но раз, что упо- 
мянутый угол нам неизвестен, то для достижения той же цели приходится 
применять другой прием. Сущноеть последнего заключается в том, что, желая, 
например, совместить плоскость общего положения Р’)Р на горизонтальную 
плоскость проекций (фиг. 121), сперва находят совмещенное положение К, 


какой-либо произвольной точки К, которой задаются на вертикальном следу 
совмещаемой плоскости, и затем соединяют точку К, с точкой р пересечения 


следов плоскости на оси проекций. Построенная таким путем линия ФР, и будет 


совмещенным положением вертикального следа плоскости, которая сама предста- 
вится контуром РР’р. Для того, чтобы построить совмешенное положение т 


упомянутой точки К, получаемое тоже несложным графическим приемом, необхо- 
димо предварительно детально проследить тот процесс вращения, при помоши 
которого это совмещение достигается. (Составными частями или элементами 
любого процесса вращения, бесчисленные примеры которых мы видим на каждом 
шагу, являются: ось вращения, плоскость вращения, непременно перпендику- 
‚Лярная к оси вращения, центр вращения, лежащий на оси вращения, и радиус 
вращения, всецело заключенный в плоскости вращения и соединяющий любую 
рассматриваемую вращающуюся точку с центром вращения. Во всех, без исклю- 
чения, процессах вращения, обнимают ли они собою вращение миниатюрной 
шестеренки карманных часов, или гигантского маховика современных паровых 
машин на фабриках и заводах, веретена прядильного станка, колеса велосипеда, 
или гребного винта аэроплана и т. д., необходимо различать четыре означенных 
фактора упомянутого процесса. Так как точка К, которой мы ради нашей цели 
задаемся на вертикальном следу Р”у плоскости Р’рР, должна быть совмещена 
на горизонтальную плоскость проекций то же посредством процесса вращения, 
то постараемся построить для произвольной точки А, взятой на вертикальном 
следу Р’р совмещаемой плоскости Р’уР (фиг. 121), все четыре фактора данного 
процееса вращения и проследим его от начала до конца, т.-е. до момента совме- 
щения точки К на горизонтальную плоскость проекций. Для большей наглядности 
(фиг. 122) плоскости проекций, образующие [ угол пространства, мы на сей раз 
изобразим несколько иначе, нежели это было принято до сих пор, но общее 
положение дела от этого нисколько не изменится. Осью вращения, рассматри- 
ваемого нами процесса вращения, как уже быко сказано выше, будет служить 
горизонтальный след Рр совмещаемой плоскости. Плоскость вращения точки К 
должна быть перпендикулярна к оси вращения, а так Как эта последняя, в каче- 
стве горизонтального следа‘ совмещаемой плоскости, лежит на горизонтальной 
плоскости проекций, то отеюда можно заключить, что плоскость вращения точки К 
должна быть одновременно перпендикулярна как в горизонтальной плоскости 
проекций, так и к оси вращения данного процесса вращения, т.-е. к линии Ру. 
В качестве таковой, плоскость вращения точки К представит собою горизонтально- 
проектирующую плоскость @4’9(), пернендикулярную к горизонгальному следу Ру 
совмещаемой плоскости. Последнее условие мы выполним, проведя горизонталь- 
ный след 44 плоскости вращения (9 под углом в 90° к оси вращения. Центр 
вращения О будет лежать на оси вращения в точке пересечения ее с горизон- 
тальным следом 4 пхоскости вращения, а радиус вращения получится в виде 
линии ОК, соединяющей точку К с центром вращения 0. Желая проследить 
процесс вращения точки А, во всей его полноте, надо особенно отчетливо учесть 
то обстоятельство, что радиус вращения ОК, будучи заключен в плоскость 
вращения (90, во все время предстоящего процесса вращения, никуда в сторону 
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`точки О и К, мы, в виде отрезка О— К 
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уклониться не может и будет перемещаться именно только в плоскости 0'90, 
а в таком случае, приняв во внимание, что центр вращения С лежит на непо- 
движной оси вращения, легко можно убедиться в том, что, пройдя через целый 
ряд промежуточных положений ОК\, ОК., ОК,,... ит. д., в последний момент, 
когда в результате процесса вращения будет достигнуто совмещение точки К 
на горизонтальную плоскость проекций, радиус вращения ОК расположится ни 
тде-либо в другом месте, а непременно по всей своей длине совпадет с гори- 
зонтальным следом 4 плоскости вращения (90, благодаря чему на том же 
горизонтальном следу 4@ плоскости вращения будет найдена точка К, т.-е. новое 


положение точки К в ее совмешенном на горизонтальную плоскость проекций 
состоянии. Теперь, соединяя точку К, с точкой р на оси проекций, мы могли бы 


сразу получить и линию и т.-е. совмещенное положение всего вертикального. 


следа Р’р плоскости Р'рР, чем наша задача и была бы закончена, но дело в том, 
что, построенная описанным путем, линия ОК не представляет собою действи- 
тельной величины радиуса врашения. На нашем чертеже радиус вращения 
имеется, пока еще только, в перспективном изображении; мы не имеем права, 
взять отрезок ОК, как таковой, и отложить его от точки О вдоль по горизонталь- 
ному следу плоскости вращения в указанном направлении. Чтобы поступить таким 
образом, надо предварительно ‘найти действительную величину радиуса‘ вращения, 
что не составит особого труда. Для этой цели, совместим плоскость вращения (99 
вместе с находящимся в ней радиусом вращения на горизонтальную плоскость 
проекций. Плоскость ('4@, как было указано выше, представляет собою плоскость 
торизонтально-проектирующую и, в качестве таковой, совмещается на любую 
плоскость проекций, уже известным нам, чрезвычайно простым приемом. Воеста- 
вив к горизонтальному следу (9 плоскости вращения в точке 9 перпендивуляр 90,’ 
мы сразу же совмещаем всю плоскость вращения на горизонтальную плоскость, 
проекций; контур (9(’, даст ее новое, совмещенное положение. Заметим, что 


во время этого вспомогательного процесса вращения, точка О, лежавшая на 
неподвижной оси вращения, т.-е. на горизонтальном (4 следу плоскости враше- 
ния, сохранит свое положение и по окончании его, точка же К, как лежавшая 
на вертикальном следу ()’4 плоскости вращения, радиусом Кд переместится на 
новое совмещенное положение этого следа, в точку К. Соединяя между собою 


о› Получим действительную величину 


радиуса вращения и, делая, затем, этим радиусом засечку на горизонтальном 
следу 4@ плоскости вращения, находим совмещенное на горизонтальную плоскость 
проекций положение точки К, т.-е. точку К, и, соединив ее с точкой р на оси 


проекций, в виде отрезка рР”, будем иметь совмещенное положение всего верти- 


нального следа плоскости Р’рР, которая, таким путем, сама будет совмещена. 
на горизонтальную плоскость проекций и изобразится на ней контуром РрР’. 


При этом важно отметить, что угол РрР’ представит собою действительную. 


величину угла, образуемого в пространстве следами плоскости Р’рР. Переходя 
к решению той же задачи на эпюре, мы будем (фиг. 123) иметь перед собою. 
уже не саму плоскость общего. положения Р’рР, как таковую, а только следы ее, 
Но это нисколько не изменит сущности дела. Построив горизонтально-проекти- 
рующую плоскость ('9(, хотя взятую и произвольным образом, но расположенную 
так, чтобы она была перпендикулярна к оси вращения того же самого, процесса 
вращения, т.-е. к горизонтальному следу Рр совмещаемой плоскости, мы только 
что рассмотренным способом строим совмещенное на горизонтальную плоскость. 
проекций положение точки К, которая в данном случае не была нами взята 
на вертикальном следу Рур совмещаемой плоскости, а автоматически на нем 
появилась благодаря построению плоскости ('40 в результате пересечения верти- 
кальных следов обеих плоскостей. Линия пересечения означенных плоскостей, 
очевидно, и представит собою радиус вращения точки К в плоскости ('90. 


Ре ОНО 


` Самого радиуса вращения, как такового, на эпюре мы пока не имеем, но, узнавая 
в точках Ои К следы его, по этим следам сможем построить обе проекции его, 
которыми и явятся отрезки ОК и 0’К; первый из них, как видно, в качестве 
горизонтальной проекции линии, лежащей в горизонтально-проектирующей пло- 
скости 0740, получается на горизонтальном ее следу ()9. Лля того, чтобы найти 
действительную величину радиуса вращения, необходимо плоскость ()'4О совместить 
на горизонтальную плоскость проекций, подобно тому, как это было сделано на 
предыдущем пространственном построении. Получив в виде отрезка ОК, действи- 
` тельную величину радиуса вращения и отложив ее от точки О вдоль по 
направлению горизонтального следа 4@ плоскости вращения, мы находим, совме- 
щенное на горизонтальную плоскость проекций, положение точки К в виде 
точки К, и в результате соединения сей последней с точкою у получим еовме- 


щенное положение вертикального следа Р’р данной плоскости в виде линии Р’р, 
# 
а В виде контура РьР” и саму плоскость, как таковую, в ее совмещенном на 


горизонтальную плоскость проекций состоянии. На практике, вместо только что 
описанного приема совмещения плоскостей, пользуются другим, менее сложным 
способом, ведущим к одному и тому же результату. На эпюре (та же фиг, 123) 
совмешение плоскостей выполняется так: положим, что ту же самую плоскость Ир 
необходимо совместить опять на горизонтальную плоскость проекций. Для этого 
опять проводим произвольную, но перпендикулярную к горизонтальному следу Ру 
совмешаемой плоскости Р’рР горизонтально-проектирующую плоскость ('99 
и затем точку К пересечения их вертикальных следов радиусом фрК переносим 
на горизонтальный след 4© вопомогательной плоскости, в точку К,. Соединив 


между собою обе упомянутые точки ри К,, мы, как и ранее, получим совмещен- 
ный вертикальный след рР', плоскости. Описанный способ совмещения плоскостей, 


отличаясь большой простотой, основан на следующем соображении: движению 
радиуса вращения в плоскости вращения, во время которого точка К описывает 
траекторию по дуге круга, соответствует перемещение отрезка р— К по другую 
сторону плоскости @’4©, при чем точка К упомянутого отрезка, как точка, одно- 
временно лежащая и на отрезке р — К и на радиусе вращения О— К, опишет 
одну и ту же траекторию по дуге круга, а сам отрезок р — К, описав некоторую 
коническую поверхность, с вершиной ее в неподвижной точке [р на оси проекций, 
в момент окончания рассматриваемого процесса вращения, займет уже известное 
нам положение рК,, при котором точка А„, как и ранее, будет находиться на 


горизонтальном следу вспомогательной плоскости, при чем отрезок рК,, будучи 
продолжен в том же направлении за точку К» и даст, как было указано выше, 
линию рР’, представляющую собою совмещенное положение вертикального следа 


плоскости Р’рР. Вполне понятно, что, при совмещении любой плоскости общего 
положения на вертикальную плоскость проекций, пользуются тем же приемом, 
при чем, однако, в качестве вспомогательной плоскости (фиг. 124) употребляют 
вертикально-проектирующую плоскость (’а0, перпендикулярную к вертикальному 
следу Р’о совмещаемой плоскости, как к неполвижной оси применяемого в таком 
случае процесса вращения. В таком случае, точку М пересечения горизонталь- 
ных следов обеих плоскостей радиусом р— М переносят на вертикальный 
след (@’'0 вспомогательной плоскости и, соединяя построенную таким путем 
точку М, с точкою р на оси проекций, получают совмещенное на вертикальную 


плоскость проекций положение горизонтального следа данной плоскости, в виде 
линии Р‚р. При решении всех предлагаемых ниже задач, мы будем пользоваться 
именно последним, упрощенным способом совмещения плоскостей. 

Для начала предположим (фиг. 125), что нам дана произвольная плоскость 
общего положения Р’урР, на которой нанесены проекции какой-либо ее горизонтали, 
и что требуется построить саму горизонталь, как таковую. Для этой цели совме- 
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щаем данную плоскость на любую из плоскостей проекций, положим на горизон-. 


тальную — и затем, перенеся вертикальный след Г) горизонтали радиусом ро 
на совмещенный вертикальный след РР’ плоекости, проведем через точку 7». 


линию, параллельную горизонтальному следу ее рР, которая и. будет искомой 
горизонталью ланчой плоскости, в ее совмещенном на горизонтальную плоскость 
проекций положении. Положим, далее, что нам дана (фиг. 126) плоскость Р’рР 
в уже совмещенном на вертикальную плоскость проекций виде РуР’' с нанесен- 


ной на ней вертикалью и требуется построить проекции этой вертикали. Для 
этого приводим плоскость в ее первоначальное положение путем обратного вра- 
щения ее вокруг ее вертикального следа Р”р, пользуясь при этом вспомогательною 
вертикально-проектирующей плоскостью 4@'40, для чего точку №, пересечения 


их горизонтального Рр, и вертикального, @’4 следов, радиусом, равным отрезку №р, 


переносим обратно в ее первоначальное положение № на горизонтальный 
след 9 вспомогательной плоскости. Соединив затем точки ри М, получим то 
положение плоскости Р’рР, из которого она была совмещена на вертикальную 
плоскость проекций. Горизонтальный след С, вертикали вместе со следом Р.р пло- 


<кости перемещается в свое первоначальное положение О. Проводя через точку О 
линию, параллельную оси проекций, а через точку с’, т.-е. через вертикальную 
проекцию горизонтального следа вертикали, линию, параллельную вертикальному 
следу Р’р плоскости, мы и получим обе искомые проекции вертикали ее. 
Положим, далее, что требуется построить проекции какого-либо произ- 
вольного треугольника, лежащего (фиг. 127) на плоскости общего положения Р’рР, 
и затем найти его действительную величину. Залавшись на следах Р’ ви ЮР 
плоскости одноименными следами /1);, /), и С. С, двух произвольных прямых, 
лежащих в данной плоскости, строим по следам их проекции О\@, — 6.0, 
и 64. —0.. таковых, а на проекциях прямых задаемся проекциями @-— а’, 
—6’и & —' трех произвольных же точек, из которых две первые — лежат 
на проекциях первой, а третья —# — А’ на проекциях второй прямой. Принимая 
означенные точки за вершины треугольника и соединяя между собою, в после- 
довательном порядке, одноименные проекции а, 0, # и а,, 0, \' таковых, мы 


и получим 46% —а'’й’ проекции произвольного треугольника, взятого на данной _ 


плоскости Р’рР. Для дальнейшего решения залачи, т.-е. для нахождения действи- 
тельной величины треугольника АБК, можно применить два различных способа, 
которые мы и рассмотрим, каждый в. отдельности. 


Т-ый способ, Совместив плоскость общего положения Р’рР на горизон- 
тальную плоскость проекций и перенеся вертикальные следы /), и 0), двух линий, 
взятых на упомянутой плоскости Р'рР, на совмещенное положение РЕ’, ее вер- 


тикального следа, в точки Ди 0, мы, в результате попарного соединения 
‘означенных точек с точками С} и С., получим те же две линии О.П: и СО», на 


которых должны будут лежать уже не проекции вершин треугольника, действи- 
тельную величину которого мы определяем, а сами вершины его А, Ви К, 
как таковые. Чтобы найти упомянутые вершины треугольника, мы из точек а, ий, 
т.е. из горизонтальных проекций вершин его, опустим перпендикуляры на гори- 
зонтальный след Рр совмещенной плоскости и продолжим первые два из них 
до пересечения с линией (\Г).,, а последний — до пересечения его с линией 05В 5. 


Построенные таким образом точки А, Ви К и будут тремя вершинами треуголь- 
ника, который, соединяя их между собою прямыми линиями, мы и получим в его 
натуральную величину АВК. В заключение поясним еще значение или роль 
тех перпендикуляров к горизонтальному следу рР плоскости, при помощи которых 
были найдены точки 4, Ви К. Перпендикуляры эти не являются линиями 
искусственными или придуманными, & наоборот, они представляют собою неко- 
торые части горизонтальных следов тех трех плоскостей вращения, в каждой 
из которых, во время рассмотренного процесса вращения, вращалаеь соответ- 


Рае 


ствующая вершина треугольника. Упомянутые плоскости вращения, как известно, 
должны быть горизонтально-проектирующими, перпендикулярными к оси вращения, 
в данном случае — к горизонтальному следу рР плоскости Р’рР. Нам известно 
также, что, вращаясь в своей, именно ей присущей, плоскости вращения, каждая 
точка (а следовательно, и любая из вершин треугольника) из пределов такой 
плоскости выйти не может. Понятно, что, при совмещении плоскости Р’уР на 
горизонтальную плоскость проекций, вращению любой вершины треугольника. 
в соответствующей ей плоскости вращения будет сопутетвовать перемещение 
горизонтальной проекции данной вершины его вдоль по горизонтальному следу 
плоскости вращения. Очевидно, что в последний момент процесса вращения, когда 
будет достигнуто совмещение плоскости Р’рР на горизонтальную плоскость 
проекций, каждая из вершин треугольника совпадет со своею горизонтальной 
проекцией и окажется расположенной ни где-либо в ином месте, а непременно 
каждая на горизонтальном следу своей собственной плоскости вращения. А так 
как, с другой стороны, проекции вершин треугольника были нами взяты на 
проекциях двух произвольных прямых, лежащих в плоскости Р’рР, то вполне 
понятно, что по окончании совмещения сами вершины треугольника должны 


будут находиться на самих прямых С.Д,’и 05Р.’, откуда и вытекает заключение, 
что вершины 4, В и К треугольника следует искать в точках пересечения 
упомянутых прямых с горизонтальными следами плоскостей вращения соответ- 
ствующих вершин. Настоящим рассуждением, в полной мере, разъяснена сущность, 
т.-е. появление и роль тех перпендикуляров к оси вращения, при помощи которых. 
в результате совмещения находятся отдельные точки на плоскости, до тех пор 
имевшиеся на энюре только в виде их проекций, и которыми, т.-е. подобными 
перцендикулярами, нам теперь придется пользоваться в самом широком масштабе. 

1-ой способ решения той же задачи. Построив (фиг. 128) проек- 
ции 4604—а’6'® произвольного треугольника АБК, лежащего в плоскости общего» 
положения Р’»Р, найдем его действительную величину. Проведем через проек- 
ции а— а’, 6—6’ и й— вершин треугольника проекции трех горизонталей 
данной плоскости, что без сомнения, как и было своевременно указано выше, 
будет неразрывно связано с фактом прохождения самих горизонталей через. 
вершины его, на эпюре пока неимеющиеся. Совместив, затем, плоскость Р’рР 
на горизонтальную плоскость проекций, перенеся вертикальные следы 2, О, и 0), 


горизонталей на совмещенное положение вертикального следа Р’»р плоскости, 
в точки 17°, /% и 1% построим и сами те три горизонтали, на которых должны 


будут расположитьея вершины А, В и К треугольника. Для этой цели, через 
точки 1, 15 и 1% проводим линии, параллельные горизонтальному следу ф’Р 
плоскости. Опуская, затем, из горизонтальных проекций а, 6 и № вершин тре- 
угольника перпендикуляры на горизонтальный след рР плоскости (значение их 
только что было разъяснено выше) и, продолжая их до пересечения с соответ- 
ствующими горизонталями. мы в означенных точках пересечения этих перпенди- 
куляров с соответствующими горизонталями и будем иметь сами вершины А, Ви К 
треугольника, как таковые, а соединив их между с0бою прямыми линиями, 
нолучим и сам треугольник АВА, в его натуральную величину. Последнему 
способу нельзя отказать в чрезвычайной простоте и даже в известного рода: 
изяществе его построения. Применим его к решению некоторого ряда подобных же’ 
задач. Допустим (фиг. 129), что нам требуется „положить“ квадрат АВММ, 
данный в его натуральную величину, в произвольным образом взятую плоскость. 
общего положения Р’рР, т.-е. другими словами, построить проекции этого квад- 
рата, когда сам он будет положен в упомянутую плоскость. Для этой цели, 
фактически кладем квадрат на данную плоскость Р’рР, для чего ее предвари- 
тельно совмещаем на горизонтальную плоскость проекций. В этом состоянии. 
плоскости Р’’Р, мы имеем право чертить на ней линии и геометрические фигуры. 
в их натуральную величину. Так как в смысле относительного расположения. 


в 


ЗИ 


квадрата на плоскости Р’»Р, к нам не предъявлено каких-либо определенных 
требований, то мы и ограничиваемся тем, что произвольным образом наносим 
квадрат АВММ на плоскость РР, в его натуральную величину. Затем, через 
все четыре вершины 4, В, М и М квадрата проводим по горизонтали данной 
плоскости, параллельно ее горизонтальному следу рР. Точки о 1%, 1 и р 
представляют собою вертикальные следы упомянутых горизонталей. Вполне 
понятно что, приведя затем плоскость Р'рР в ее первоначальное положение ЕЕ 
из которого она временно была совмещена на горизонтальную плоскость проекций, 
мы утратим квадрат АБММ, как таковой, но зато должны будем получить 
проекции вершин его расположенными на одноимённых проекциях соответствую- 
щих горизонталей. Приведя плоскость в ее первоначальное положение, перенеся 
вертикальные следы горизонталей в точки 0), Г), р, и), на вертикальный 
след Р’р плоскости, мы строим проекции горизонталей (вертикальные — парал- 
лельно оси проекций, а горизонтальные — горизонтальному следу иР плоскоети) 
и затем, из точек А, В, М и М опускаем перпендикуляры (значение которых 
нам известно) на неподвижную ось рР рассматриваемого процесса вращения, 
в точках пересечения упомянутых перпендикуляров с горизонтальными проекциями 
соответствующих горизонталей находим горизонтальные проекции а, 6, тип 


четырех вершин квадрата. Вертикальные их проекции @/, ©’, ж/ и м’ получатся _ 


на вертикальных проекциях соответствующих горизонталей и при этом, каждая 
из них, непременно на одном перпендикуляре к оси проекций со своею горизон- 
тальной проекцией. Соединяя между собою в последовательном порядке 
точки а, 6, пипио,, тии прямыми линиями, мы и построим. искомые 
абтт — горизонтальную и ат’ п’ — вертикальную — проекции квадрата АБВММ, 
положенного на плоскость РуР. Если построение было выполнено правильно, 
то обе проекции квадрата должны представлять собою параллелограмы, так 
как противоположные стороны квадрата попарно параллельны, а проекции парал- 
лельных линий то же должны быть взаимно параллельны 1). 

Положим еще (фиг. 130) какой-либо произвольного” вида, но определенных 
размеров прямоугольный треугольник АВК на вертикально-проектирующую пло- 
скость Р’».Р. Для этого, каки в предыдущей задаче, сперва совместим данную 
плоскость на какую-либо из плоскостей проекций, для разнообразия — на сей 
раз на вертикальную плоскость проекций. При этом, совмещенный горизон- 
тальный след плоскости, как известно, должен будет занять положение УХ 
перпендикулярное к еб вертикальному следу Ру, играющему в данном процессе 
роль оси вращения. В этом положении плоскости наносим на нее, в натуральную 
величину, треугольник АВК и затем через все три вершины его проводим по 
вертикали данной плоскости, параллельно ее вертикальному следу Р’р. Точки 
1%, 1% и 1» представят собою совмещенные горизонтальные следы упомянутых 
вертикалей. По приведении плоскости в ее первоначальное положение, мы опять 
утратим и сам треугольник и сами вертикали, как таковые, и будем вынуждены 
ограничиться проекциями последних, на которых и расположатся проекции вер- 
шин треугольника. Перенеся точки 1), 1% и 1% на первоначальное положение 
горизонтального следа рР плоскости, мы в точках р, О, и О, узнаем горизон- 
тальные следы вертикалей, по которым строим проекции таковых `(горизонталь- 
ные — параллельно оси проекций, а вертикальные — параллельно вертикальному 
следу РР’ плоскости‘. При этом заметим, что вертикальные проекции всех трех 
вертикалей в данном случае сливаются с вертикальным следом ..Р’р вертикально- 
проектирующей плоскости, что еще раз подтверждает выведенное ранее правило. 


') В виде упражнения и для приобретения навыка в подобного рода построениях, 
учащимся рекомендуется, проделав эту задачу, совместить затем плоскость РР, вместе 
с уже положенной в ное фигурой, на вертикальную плоскость проекций, в результате чего 
должен получиться тот же самый квадрат АВММ, ; 
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Теперь для построения проекций вершин треугольника, из вершин его А, Ви К 
мы опустим перпендикуляры на вертикальный след Р‘р плоскости, как на непод- 
вижную ось вращения данного процесса (значение их нам понятно — они пред- 
ставляют собою вертикальные следы плоскостей вращения отдельных вершин 
треугольника), и в точках &', ’и А пересечения упомянутых перпендикуляров 
с вертикальными проекциями вертикалей, которые, как было сказано выше, 
в данном случае, сливаются с вертикальным следом Р”р плоскости, будем иметь 
вертикальные проекции трех вершин треугольника, благодаря чему, следовательно, 
вся его вертикальная проекция обратится в прямолинейный отрезок а/’6’А’, совпа- 


дающий с вертикальным следом Р’р данной плоскости, что и надо было пред- 
видеть заранее. Горизонтальные проекции вершин треугольника мы получим, 
опустив из точек а’, 9’и й' перпендикуляры на ось проекций и продолжив их 
до пересечения с горизонтальными проекциями соответствующих вертикалей 
в точках а, би К. Полученный, таким образом, треугольник 44 и представит 
собою горизонтальную проекцию треугольника 48, положенного на вертикально- 
проектирующую плоскость Р’оР. Заметим при этом, что на горизонтальной 
проекции прямой угол утратил взаимную перпендикулярность своих сторон, т.-е. 
спроектировалея в острый угол. 
Решим еще одну, подобного же рода, задачу, а именно: возьмем проекции 
какого-либо произвольного вида пятиугольника, лежащего (фиг. 131) в горизон- 
тально-проектирующей плоскости Р’Р, и затем найдем действительную вели- 
чину этого, нам абсолютно неизвестного, чятиугольника АВКГМ. Задаться 
проекциями этого пятиугольника, лежащего в данной горизонтально-проектирую- 
щей плоскости РрР, можно двояким путем, а именно: сперва на плоскости Р’›Р 
строить три, в ней заведомо лежащих, прямых и на них, затем, взять проекции 
пяти точек, которые и представят собою проекций вершин пятиугольника, или же, 
учитывая то обстоятельство, что горизонтальная проекция фигуры, лежащей 
в горизонтально-проектирующей плоскости, должна совпадать с горизонтальным 
следом данной плоскости, прямо взять какие-либо пять произвольных точек, 
например (фиг. 132), а, , ®, 1, т на горизонтальном следу Рр плоскости, при- 
нимая их за горизонтальные проекции вершин многоугольника, вертикальные 
их проекции а’, 0, №, Г и т’ построить произвольным образом на соответ- 
ствующих перпендикулярах к оси проекций. В обоих случаях результат будет 
один и тот же: пятиугольник абЁий — а’Гт будет лежать в данной горизон- 
тально проектирующей плоскости Р’рР, но размеры его будут нам абсолютно 
неизвестны. Для того, чтобы найти действительную величину пятиугольника, 
необходимо плоскость Р’рР совместить на какую-либо из плоскостей проекций. 
Проделаем это совмещение на вертикальную плоскость проекций. Перпенди- 
вуляры а’1)°, 6/15, &' 1%, 11% и т мы имеем право рассматривать как верти- 
кальные проекции вертикалей, проведенных через вершины треугольника, & 
горизонтальные проекции этих вертикалей совпадут с горизонтальными проек- 
циями а, 6, №, Ги т вершин пятиугольника на горизонтальном следу РР пло- 
скости, которые в то же время представят собою и горизонтальные следы упо- 
мянутых вертикалей. В результате процесса вращения вокруг вертикального 
следа Р’) плоскости, который необходимо выполнить для совмещения ее на 
вертикальную плоскость проекций, горизонтальный след рР плоскости совпадет 
с осью проекций и займет на ней положение Р.р. Вместе с горизонтальным 


следом плоскости на ось проекций переместятся и горизонтальные проекции 
вершин пятиугольника, а стало быть — и горизонтальные следы вертикалей, про- 
веденных через вершины его. Рассматривая точки а, 69, №, Г ит, на оси 
проекций, как совмещенные горизонтальные следы вертикалей, построим и сами 
вертикали, как таковые, для чего из упомянутых точек а, 6, й,Ь ит, вос- 
ставим перпендикуляры к оси проекций, или что вернее, проведем через них 
линии, параллельные вертикальному следу Р'р совмещаемой плоскости. Опуская, 
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затем, из вертикальных проекций а’, 9’, {', Ги и’ пятиугольника перпенди- 
куляры на вертикальный след 7/”ур плоскости, как на ось вращения, и продолжая 
их до пересечения с соответотвующими вертикалями, в построенных таким путем 
точках А, В, К, Г и М мы и будем иметь сами вершины пятиугольника, 
а соединив их между собою прямыми линиями, получим и сам патиуголь- 
ник АВК1М, в его совмещенном на торизонтальную плоскость проекций 
состоянии, т.е. в натуральную величину. Желая добиться того же результата, 
т.е. найти действительную, нам абсолютно неизвестную величину подобного же 
пятиугольника 966 — 5’, произвольным образом взятого на той же пло- 
скости Р’рР путем совмещения ее на горизонтальную плоскость проекций, мы 
должны будем поступить так: строим проекции горизонталей, проходящих через 
вершины пятиугольника, для чего на эпюре (фиг. 133) проводим вертикальные . 
проекции этих горизонталей параллельно оеи проекций и замечаем, что при этом 
горизонтальные проекции упомянутых горизонталей совпадают с горизонтальным 
следом рР плоскости. По достижении совмещения, вертикальные следы ДР, Ш), 


р, Бри О, горизонталей перейдут на совмещенное положение -Р’ р вертикаль- 
ного следа плоскости в точки 17°, 1», 1%, 1% и 1%. Проводя через эти точки 


линии, параллельные горизонтальному следу Рр плоскости, мы получим сами 
горизонтали, как таковые, на которых теперь необходимо найти сами вершины 
многоугольника. Зная, что во время рассматриваемого процесса вращения, каждая 
из вершин его вращается в особой, именно ей присущей плоскости вралцения, 
перпендикулярной к оси вращения урР, и в последний момент должна будет рас- 
положиться на горизонтальном следу плоскости вращения, мы приходим к заклю- 
чению, что совмещенные вершины пятиугольника должны будут лежать каждая 
одновременно на двух линиях, а именно: на проведенной через нее горизонтали 
'и на горизонтальном следу плоскости вращения данной вершины. Отсюда ста- 
новится ясным, что вершины пятиугольника необходимо искать в точках пере- 
сечения соответствующих линий. Для этой цели строим горизонтальные следы 
плоскостей вращения отдельных вершин, проводя через горизонтальные их 
проекции линии, перпендикулярные к оси вращения Ру, и продолжаем их до 
пересечения с соответствующими горизонталями. Полученные таким путем 
точки 4, В, К, Ги М и представят собою вершины пятиугольника, а соеди- 
нение их между собою прямыми линиями даст нам и сам пятиугольник АВК ..М, 
В совмещенном на горизонтальную плоскость проекций виде, т.-е. в его нату- 
ральную величину. 


Вполне понятно, что проекции какой-либо геометрической фигуры, заклю- 
ченной в профильную плоскость, должны быть расположены на одноименных 
следах такой плоскости и, в силу этого обстоятельства, 0бе обращаются 
в прямые линии, перпендикулярные к оси проекций. Построение проекций 
любой геометрической фигуры, лежащей в профильной плоскости, как равным 
образом и нахождение действительной величины таковой по проекциям ее, если 
последняя заключена в подобную плоскость, выполняется совершенно тем же 
способом, который был описан по отношению Е плоскостям горизонтально- 
и вертикально-проектирующим, пример чему указан на эпюре (фиг. 134). В данном 
случае необходимо отметить построение следов линий, находящихся в профильной 
плоскости. Положим (фиг. 185), что в профильной плоскости Р’рР дан произ- 
вольный отрезок аб — а’0’. Очевидно, что построить следы его по общему пра- 
вилу нахождения следов прямых, лежащих в любой плоскости, кроме именно 
профильной — нельзя. Для этой цели, совместим профильную плоскость Р’уР на 
горизонтальную плоскость проекций, вращая ее вокруг горизонтального ее 
следа Рр. Вертикальвый след Рдр плоскости совпадает при этом с осью проекций, 
на которой в таком случае расположится и вертикальная проекция &'5’ отрезка. 
Во время процесса, при помощи которого было достигнуто упомянутое совме- 
щение, точки А и ВБ вращались в плоскостях вращения, перпендикулярных 
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Е оси вращения и когда точки а’ и 6’ переместилиеь в точки а’ и В’, то 
точки а и © перешли в точки а, и 6, совпадая при этом с самими точ- 


ками А и В отрезка, который, таким образом, и оказался совмещенным на гори- 
зонтальную плоскость проекций. Теперь, продолжив отрезок АВ в обе стороны, 
до Пересечения его со следами плоскости, мы легко находим оба; горизонталь- 
ный — С и вертикальный — 7), — следы его. При обратном приведении плоскости 


в ев первоначальное положение профильности, вертикальный след Г), отрезка. 
радиусом р, переместится на первоначальное направление вертикального 


следа Р”р плоскости, где и расположится в точке Г. Горизонтальный след С’ 
отрезка, как точка, лежащая на неподвижной оси обратного процесса вращения, 
сохранит свое положение на горизонтальном следу Рр плоскости. Для большей 
наглядности, упомянутый отрезок АБ на эпюре (фиг. 136). представлен в про- 
странственном изображении, из которого ясно видно, что отрезок А — В, будучи 
всецело заключен в пределах Г угла пространства, в нем же образует и оба свои 
следа. На фиг. 137, в таком же изображении, взят в том же 1 угле про- 
странства, на профильной плоскости Р’рР, другой отрезок М — М— жи— жи’, 
следы которого, как видно, получаются в пределах ТУ угла пространства. 
Построение следов отрезка 1/—М указано на эпюрах (фиг. 138 и 139), при чем 
на первом чертеже, для этой цели, профильная плоскость Р’›Р была совмещена 
на горизонтальную, & на втором — на вертикальную плоскости проекций. Здесь 
необходимо заметить, что в первом случае (фиг. 137) с осью проекций, влево 
от первоначального положения следов плоскости Р’рР, сливалось продолжение 
вертикального следа ее, проникающее в ГУ угол пространства, где и был найден. 
вертикальный след Г) отрезка, а во втором случае (фиг. 139), при совмещения 
профильной плоскости Р’рР на вертикальную плоскость проекций, с осью проекций, 
правее первоначального положения следов профильной пмоскости, сливалея гори- 
зонтальный ее след рР, при чем ниже оси проекций оставалось продолжение 
вертикального следа плоскости, в пределах 1\У угла пространства, которое до- 
тех пор совпалало с первоначальным направлением горизонтального следа рР’ ее. 
При обратном приведении плоскости в бвостояние профильности, следы 
отрезка М— М в обоих случаях располагаются ниже оси проекций, что в-полной 
мере подтверждает пространственное изображение на фиг. 137. Признаком 
того, что отрезок М — М является только входящим в Т угол пространства, а не 
всецело в нем заключенным, на эпюре может служить то обстоятельство, что обе 
проекции 7% и 7’ одной его точки М расположены к оси ‘проекций ближе, 
нежели проекции %—"' другой его конечной точки №. Замечание это справед- 
ливо, как мы видели выше, и по отношению к отрезку, взятому на любой из. 
плоскостей общего положения, а также и в плоскостях горизонтально- и верти- 
кально-проектирующих. 

Положим далее, (фиг. 140), что в плоскости ([Р’/—Р’)— (Р-Р), параллельной: 
оси проекций, нам дан, произвольным образом в ней расположенный, треуголь- 
ник 46” —а’5'с’ и требуется ‘определить действительную его величину. Вынол- 
Нить это можно путем совмещения плоскости [(Р’— Р”) —- (Р—Р)] на любую из. 
плоскостей проекций. Понятно, что в данном случае, как и раньше, роль оси 
вращения будет играть один из следов плоскости, вследствие чего, плоскости 
вращения каждой из вершин А, Ви С треугольника обратятся в профильные. 
Совместим ланную плоскость [(Р”— 2”) — (Р— Р)}] на горизонтальную плоскость. 
проекций. Центром вращения, в таком случае, будут служить точки О;, О, и а 
на горизонтальном следу Р-Р плоскости, как на неподвижной оси вращения. 
Проекпиями радиусов вращения трех вершин треугольника будут служить 
отрезки Оа—0’ а’, 055 —0',/” и Ос — 0’, а совместив каждую из плоскостей 
вращения (49, Вт и 535, в отдельности на горизонтальную плоскость 
проекций, мы в виде прямых Ола, 0.5, и 0.6, найдем и действительную. 
величину всех упомянутых радиусов вращения. Перенося, затем, таковыми: 
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точки @,, ь, и с на горизонтальные следы соответствующих плоскостей вра- 


щения, мы находим совмешенные положения вершин треугольника в точ- 
ках А, Б, и С, соединив которые между собою прямыми линиями, мы и получим 
треугольник АВС в совмещенном на горизонтальную плоскость проекций виде, 
т.-е. следовательно, в его натуральную величину. Некоторым дополнением 
в только что произведенному построению может служить пространственное изо- 
бражение (фиг. 141), на котором показано совмещение на горизонтальную пло- 
кость проекций точки А, лежащей в плоскости [(Р’— Р)— (Р—Р)|, тоже 
параллельной оси проекций. Весь предыдущий процесс вращения представлен 
здесь так наглядно, что вполне понятен, без каких-либо добавочных разъяснений. 

Положим еще (фиг. 142), что нам дан треугольник АВС, лежащий в пло- 
«кости РР, параллельной вертикальной плоскости проекций, и что упомянутую 
плоскость требуется совместить на горизонтальную плоскость проекций. Так как, 
в данном случае, вертикальная проекция &‘6‘с’ треугольника уже должна пред- 
ставлять собою его натуральную величину, то путем предстоящего процесса 
вращения, мы найдем только его совмещенное и относительное расположение 
на горизонтальной плоскости проекций. Осью вращения означенного процесса 
будет служить (единственный) горизонтальный след РР плоскости, при чем 
плоскости вращения вершин треугольника, будучи перпендикулярны к оси вра- 
щения, обращаются (фиг. 143), как и в предыдущем случае, в плоскости 0'4@, т 
Ви 5'$5— профильные. Радиусами вращения отдельных вершин 4, В и С треуголь- 
ника явятся расстояния от этих точек до горизонтальной плоскости проекций, равные 
отрезкам Аа, 66 и (6, которые, в свою очередь, как известно, равняются. рас- 
стоянию от вертикальных их проекций а’, б’ис'’ до оси проекций. Поэтому, 
решая эту задачу на эпюре (фиг. 143), построив плоскости вращения ('9@, ВтВ 
ий ©'36 отдельных вершин, мы от центров вращения О., О и О. откладываем 
вдоль по горизонтальным следам таковых, ниже оси проекций, соответствующие 
отрезки О, — А, 0.— ВБ и 0.— 0, равные отрезкам @^—0; 6'—т ис’ — 5, 
и сразу получаем треугольник АВС в его совмещенном на горизонтальную 
плоскость проекций виде. 

Для того, чтобы осветить процесс совмещения плоскостей возможно полнее, 
рассмотрим еше совмещение особого рода плоскостей, а именно, так назы- 
ваемых „осевых“ плоскостей, о которых мы пока еще не имели повода упо- 
минать. Под такого рода плоскостями разумеют плоскости, проходящие через ось 
проекций и. на этом основании, неимеющие следов в общепринятом их виде. 
“Относительное расположение осевой плоскости в пространстве определяется раз- 
мерами углов, образуемых ею с плоскостями проекций. Для этой цели (фиг. 144), 
осевую плоскость рассекают профильною плоскостью (’9@, строят линию пере- 
сечения В9 обеих плоскостей и, задавшись на сей последней произвольною 
точкой А, совмешают линию пересечения на любую из плоскостей проекций. 
Углы, которые в таком случае совмещенная линия пересечения рассматриваемых 
плоскостей обравует с осью проекций, и булут равняться углам наклона осевой 
плоскости по отношению к плоскостям проекций. На эпюре (фиг. 145) следы 
вспомогательной профильной плоскости должны быть перпендикулярны к оси 
‘проекций, проекции линии пересечения осевой плоскости с профильной распо- 
лагаются ‘на одноименных следах таковой, а проекции @ и @` точки А, взятой 


на линии пересечения обеих плоскостей, будут лежать на соответствующих ее’ 


проекциях. Совместив профильную плоскость (”/( на вертикальную плоскость 
проекций, мы найдем совмещенное положение линии пересечения 9.4, образующей 
< осью проекций углы Га и (В, которые и представят собою углы наклона 
данной осевой плоскости к обеим плоскостям проекций. Лругой способ опреде- 
ления положения осевой плоскости в пространстве заключается в том, что 
говорят, что такая плоскость проходит через ту или иную точку, определенным 
образом заданную, в виде ее проекций т— "т на эпюре (фиг. 146). Для. того, 
чтобы построить проекции какой-либо произвольной фигуры, допустим, треуголь- 
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ника 46% —@а0’, лежащего в заданной указанным ©1060бом осевой плоскости, 
поступают следующим образом: через упомянутую точку т—- и’ на данной 
плоскости проводят какие-либо две произвольных прямые, оба следа каждой из. 
которых С, Г), и С., [5 попарно, совпадая в одной точке, должны будут лежать. 
на оси проекций. На проекциях означенных линий берут проекции а— а’, 6—6 
и К трех произвольные точек и, соединив одноименные проекции их между 
собою прямыми линиями, получают проекции 26 и @6’й’ треугольника АВК, 
лежащего в данной осевой плоскости. Лля того, чтобы найти действительную 
величину построенного указанным путем треугольника 49 — @’й’, необходимо 
осевую плоскость совместить с какою-либо из плоскостей проекций. На эпюре 
(фиг. 146) совмещение это произведено на горизонтальную плоскость проекций. 
Так как осью вращения того процесса вращения, при помощи которого. должно 
быть выполнено упомянутое совмещение, служит ось проекций, то вполне понятно, 
что плоскости вращения отдельных вершин 4, Б и К треугольника представят 
собою профильные плоскости (90, В'ТЁ и 6'35, а центры вращения О\, О и Оз 
совпадут с точками 9, 7 и 3 на оси проекций. Чтобы найти действительную 
величину радиусов‘ вращения, совместим все три профильных плоскости вра- 
щения (’90, Е7В и 5'’56 на горизонтальную плоскость проекций, на которой 
в результате этого вспомогательного совмещения и получим действительную 
величину радиусов вращения в виде отрезков О:@, Об и 056. Делая затем из 
центров вращения О:, О. и О, на горизонтальных следах 90, "В и $6 засечки 
означенными радиусами, мы в точках 4, Ви К и найдем совмещенное поло- 
жение вершин треугольника, а соединив их между собою прямыми линиями, 
получим и сам треугольник АБК, как таковой, в совмещенном на горизонтальную. 
плоскость проекций виде, т.-е. в его натуральную величину. Правильность про- 
деланного построения можно проверить следующим путем: если только что ука- 
занным ©1060обом совместить на горизонтальную плоскость проекций и самоё 
точку 7, которой осевая плоскость и была задана, и построить’ те две 
линии /— С), и М— С.Г, на проекциях которых были взяты проекции 
вершин треугольника, то первая из упомянутых линий, а именно: линия /—С Г), 
должна будет пройти через вершины А и В, а вторая М — С.Г через вер- 
шину А совмещенного треугольника. Условие это, как можно видеть, на эпюре 
(фиг. 146) соблюдено, а, следовательно, и все построение выполнено правильно. 
На эпюре (фиг. 147) показано решение обратной задачи, т.-е. в осевую плоскость, 
заданную точкой ж— и’, положен прямоугольный треугольник АБК опреде- 
ленных размеров и затем построены обе проекции а0ё о @Б’Ё’ его. Сущноеть 
примененного ‘при этом приема сводится к следующему: находят совмещенное на 
горизонтальную плоскость проекций положение 1/ точки и—и’ и самой осевой 
плоскости, затем на этой плоскости, в таком ее положении, строят прямоугольный 
треугольник АБК в его натуральную величину. Затем через точку М проводят 
две прямые М— С.) и М —С.0. таким образом, чтобы первая из них про- 
ходила через катет А—В данного треугольника, а вторая — через противолежа- 
шую ему вершину К. Вполне понятно, что при обратном процессе вращения 
вокруг оси проекций, в качестве неподвижной оси вращения, при помощи кото- 
рого осевая плоскость должна быть приведена в ее первоначальное положение, 
вершины треугольника будут вращаться в плоскостях вращения, перпендикуляр- 
ных к оси проекций, которые, благодаря этому, обратятея в профильные пло- 
скости (90, ВтВ и 6’35. Понятно также, что по приведении осевой плоскости 
в ее первоначальное положение, проекции а— а’, В-Б’ий— вершин тре- 
угольника АВК должны будут лежать одновременно как на одноименных следах 
соответствующих плоскостей вращения, так и на соответствующих же одноимен- 
ных проекциях упомянутых прямых 1/ — 0.0, и М— 0.05. Поэтому, построив 
горизонтальные т%— С.Г; и т— 050), и вертикальные и’ — С.Г, и т’ — С5Гь 
проекции означенных линий и проведя затем через вершины 4, В и К тре- 
угольника следы плоскостей вращения их (’90, ВЕ и 5'55 перпендикулярно 
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к оси проекций, мы в точках пересечения горизонтальных следов 9, 7Ё и 85 
упомянутых плоскостей с горизонтальными проекциями т — С), и т— С. 
означенных линий находим горизонтальные проекции @, бий вершин треуголь- 
ника, а в точках пересечения вертикальных следов 0'4, т и 6’з плоскостей 
вращения с соответствующими вертикальными проекциями [02 ит—С50 
тех же линий вертикальные проекции @’, 6’и Ё' вершин его. Соединение между 
собою прямыми линиями одноименных ’ проекций вершин треугольника, даст 
нам аб горизонтальную и а’Р"’ вертикальную проекцви его. На вершине #—#' 
показана проверка правильности всего построения, т.-е. как бы проделано обрат- 
ное вращение и произведено вновь совмещение ее на горизонтальную плоскость 
проекций. Для этой цели, плоскость вращения 6’55 данной вершины К совме- 
щена на горизонтальную плоскость проекций уже известным нам способом, най- 
дена действительная величина О.К. радиуса врашения упомянутой вершины 
и этим радиусом сделана из центра вращения О; засечка на горизонтальный 
след $5 плоскости вращения, которая (т.-е. засечка) как раз и совпала © перво- 
начальным положением вершины К треугольника. 

В заключение вопроса о совмещении плоскостей применим правило, уста- 
новленное для цанного процесса, еще к двум плоскостям общего положения 
изображенным на эпюрах (фиг. 148 и 149) в оригинальном, необычном для нас 
виде. Упомянутое правило сохраняет свою силу и в обоих последних случаях. 
Так, для того, чтобы совместить плоскость общего положения Р’рР (фиг. 148) 
на горизонтальную плоскость проекций, мы строили плоскость вращения для 
произвольной точки К, взятой на вертикальном следу Р’р плоскости Р’рР. 
Означенная плоскость вращения, как известно, должна быть горизонтально- 
проектирующая и притом перпендикулярная к 0си вращения предстоящего 
процесса вращения, т.-е. к торизонтальному следу Рр совмешаемой плоскости. 
Плоскостью, удовлетворяющей упомянутым требованиям, будет горизонтально- 
проектирующая плоскость @’00, горизонтальный след 4@ которой мы продолжаем 
ниже оси проекций и на котором по окончании совмещения и должна располо- 
житься точка А. Центром вращения будет служить точка О, а радиусом вра- 
щения — линия ОК. Совместив плоскость (90 на горизонтальную плоскость 
проекций, находим действительную величину радиуса вращения, в виде отрезка ОК’, 
и затем, делая этим радиусом из центра О засечку на горизонтальном следу 9 
плоскости вращения (’90 (ниже оси проекций), находим точку К, т.-е. совме- 
шенное положение точки К. Соединив точку А, с точкой р на оси проекций, 
получим искомое совмещенное положение рР’ вертикального следа данной пло- 


скости, а вместе с тем и всю плоскость Р’рР, в совмещенном на горизонтальную 
плоскость проекций виде, ограниченную контуром РрР”. 


Тем же самым способом совмещена на горизонтальную плоскость проекций 
плоскость общего положения Р’уР, следы которой на эпюре (фиг. 149) изобра- 
жены еще более оргинальным образом, а именно: они составляют один про- 
должение другого. Здесь необходимо только заметить, что центр вращения 
о точки № лежит, в данном случае, не на вертикальном следу уР” совмещае- 
мой плоскости, а на слившимся © ним продолжении ее горизонтального следа 
во втором углу пространства. Шравильность построения, в обоих случаях, 
подтверждается тем обстоятельством, что точка ИА, будучи перенесена на 
горизонтальный след 00 плоскости вращения из центра р) на оси проекций 
радиусом РК, совпадает с точкой К, предварительно каждый раз найденной 
другим путем. 

Ероме только что подробно рассмотренного назначения служить средством 
для совмещения плоскостей на любую из плоскостей проекций, ко вращению 
плоскостей в начертательной геометрии приходится прибегать ради необходимости 
привести ту или иную плоскость в положение, параллельное какой-либо одной 
из плоскостей проекций, а кроме того, им же пользуются для непосредетвенного 


ие 
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поворота любой плоскости на тот или иной угол вокруг различных, определенным 
образом заданных, осей. 

Для приведения плоскостей в положение, параллельное какой-либо из пло- 
скостей проекций, необходимый в таком случае процесс вращения обычно выпол- 
няют вокруг какой-либо, произвольно взятой, горизонтали или вертикали данной 
плоскости. 

Так, например, положим (фиг. 150), что горизонтально проектирующую 
плоскость Р’рР, вместе со взятым на ней треугольником аб — ВБ’, требуется 
привести в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций. Примем 
за ось вращения, предстоящего для этой цели процесса вращения, вертикаль 
плоскости Р’рР, проходящую через вершину №—’ упомянутого треуголь- 
ника АВК. Проекции такой оси вращения должны будут проходить через 

проекции ий’ вершины К и должны будут удовлетворять ‚свойствам проекций 
вертикали, т.-е. следовательно, вертикальная ее проекция 0’У’ будет параллельна, 
вертикальному следу Р’р плоскости, & горизонтальная ее проекция, как горизон- 
тальная проекция линии, перпендикулярной к горизонтальной ‘плоскости проекций, 
обратится в точку двойного наименования оу и совпадет с горизонтальной проек- 
цией А вершины А треугольника. ти как в результате поворота плоскости РЕ 
‚ вокруг означенной вертикали ее 0у— 0”/’, в качестве оси вращения, горизон- 
тальный след плоскости должен будет занять новое положение Р,— Р, параллельное 
оси проекций, то на этом его новом положении, в конце поворота, окажутся 
лежащими горизонтальные проекции а, и В вершин А и В треугольника, куда 
они перейдут траекториями в виде дуг круга, проведенными из центра о радиу- 
сами оа и 06. Проекции А —’ вершины К, как лежащие на проекциях ненод- 
вижной оси вращения, сохранят свое первоначальное положение. Передвижению 
горизонтальных проекций вершин треугольника в их новое положение а, и В, 


по дугам круга будет соответствовать перемещение вертикальных проекций @/ и 6' 
в точки а’ и Б’ по линиям, параллельным оси проекций. Это последнее обстоя- 
тельство будет вполне понятно, если принять во внимание, что во время опи- 
санного процесса вращения плоскости Р’рР вокруг ее вертикали 0у—0’/', вам 
треугольник АВА, в пределах ЕЙ плоскости, оставался неподвижным, 
при чем, конечно, не могло измениться расстояние отдельных вершин треуголь- 
ника от горизонтальной плоскости, проекций, что на эпюре, очевидно, и должно 
было выразиться упомянутым перемещением вертикальных проекций вершин 
треугольника, по пути, параллельному оси проекций. Соединяя затем точку #’ 
с точками а’, и В’, мы и получим вертикальную проекцию а„’й’Б’ треуголь- 
ника АКВ при новом положении плоскости Р’рР, в которой он был задан, парал- 
лельном вертикальной плоскости проекций. Понятно, что в таком случае верти- 


ОТР 
кальная проекция 4 , в Е треугольника представит собою его натуральную величину. 


Вертикального следа Р’‘`плоскость Р’рР в новом ее положении иметь не будет, 
он как.бы удаляется в бесконечность. 


Тем же самым приемом (фиг. 151), вертикально-проектирующая плоскость Р’рР 
приведена в положение, параллельное горизонтальной плоскости проекций. Для 
этой цели означенная плоскости РР была повернута вокруг горизонтали ее 
0% —0'%', проведенной через точку р —[' одной из двух произвольным образом 
на плоскости взятых прямых аб — @Б' и с4 — с'а', пересекающихся между собою 
в точке К-—А'. Все, сопряженное с означенным поворотом плоскости Р'Г, 
построение на эпюре выполняется так просто, что не требует каких-либо разъ- 
яснений. Вполне понятно, что в новом положении вертикально-проектирующей 
плоскости Р'рР, параллельном горизонтальной плоскости проекций, горизон- 
тальные проеклии аб, и с. @, упомянутых прямых представят собою их действи- 


тельную величину. Полезно "обратить внимание на то обстоятельство, что угол 
= айс образуемый ‘горизонтальными проекциями аб и са мяу линий, 
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бывший прямым при первоначальном положении плоскости Р'рР, после поворота 
ее вокруг горизонтали 0х —0'2' и приведения в положение, параллельное гори- 
зонтальной ‘плоскости проекций, проектируясь на нее в натуральную величину 
в виде угла а со, в действительности является углом острым. Горизонтальный 
след Рр в этом случае тоже удаляется в бесконечность, и плоскость получает 
только, один вертикальный след Р'— Р’, паралельный оси проекций, чего 


и надо было ожидать, на котором располагаются вертикальные проекции а,’ 
и са’ обоих прямых. Проекции точки 6 — 5’, как проекции точки, находившейся 


на неподвижной оси вращения, сохранят свое первоначальное положение. 

Приведение плоскостей общего положения в состояние, параллельное любой 
из плоскостей проекций, и построение при этом нового положения точек, данных 
на плоскости, выполняется тем же самым способом. Пусть (фиг. 152) на пло- 
скости общего положения Р’рР имеется точка #—’ и требуется определить 
положение этой точки в пространстве после того, вак сама плоскость будет при- 
ведена в состояние, параллельное горизонтальной плоскости проекций. Поворот 
плоскости и в этом случае необходимо выполнить вокруг произвольной ее гори- 
зонтали Ох’ — 4х. (Так как плоскость вращения точки # — ' при этом должна 
быть перпендикулярна к упомянутой горизонтали, как к оси вращения рассма- 
триваемого процесса вращения, и так как горизонтальная проекция горизонтали, 
как и сама горизонталь, параллельна горизонтальному следу плоскости Р’Р, то 
плоскость вращения (9 точки # —' на эпюре построить нетрудно. Для этого 
надо через горизонтальную проекцию № точки К провести линию 44 перпенди- 
кулярно к горизонтальной проекции 4х горизонтали 1% (на эпюре самой гори- 
зонтали нет), а из точки 4 на оси проекций восетавить перпендикуляр 94 
Б сей последней. На горизонтальном следу 9@ плоскости вращения (@'90, по 
окончании описываемого процесса вращения, и должны будуг находиться гори- 
зонтальные проекции #”, или А’, в зависимости от того, в каком направлении 
выполняется вращение плоскости Р'’рР. В результате поворота, горизонтальный 
след рР плоскости удалится в бесконечность, а вертикальный след рР’ ее, 
слившись с вертикальной проекцией /)х’ горизонтали, займет новое положение 
Р’/—Р,, параллельное оси проекций, на котором окажутся соответствующие 


новые вертикальные проекции #’ и №," точки К. Центром вращения будет 
служить точка о— 0’. Чтобы определить положение горизонтальных проекций 
ви. точки К на горизонтальном следу 40 плоскости вращения (90, необ- 
ходимо, предварительно, найти действительную величину радиуса вращения ой. 
Для этой цели плоскость вращения (9 совместим на горизонтальную плоскость 
проекций и построим на ней прямоугольный треугольник ой, катет & —, кото- 
рого равняется отрезку А’— 9, т.-е. расстоянию от вертикальной проекции #" 
точки А, до вертикальной проекции )— я горизонтали, как до горизонтальной 
проекции оси вращения или до нового следа Р!— Р' данной плоскости. Гипо- 
тенуза ой, этого прямоугольного треугольника и представит собою искомую дей- 
ствительную величину радиуса врашения. Откладывая эту последнюю от точки о 
в обе стороны, вдоль по горизонтальному следу 9@ плоскости вращения (90, 
мы в точках А) ’и 5’ и получим новое положение горизонтальных проекций 
точки К, в зависимости от того, в каком направлении будет выполнен поворот 
плоскости общего положения Р’рР. Вертикальные проекции А.” и #' перейдут 
в таком случае на вертикальный след Р’— Р,, который она получит, будучи 
приведена в состояние, параллельное горизонтальной плоскости проекций. 

На эпюре (фиг. 158) тем же способом плоскость общего положения Р'рР, 
вместе с произвольно на ней взятой точкой & — #, приведена в состояние, парал- 
лельное вертикальной плоскости проекций. Осью вращения в таком ‘случае слу- 
жила вертикаль Сд— 6’! плоскости. В результате поворота, вертикальный 


В ы 


след Р’р плоскости удалился в бесконечность, а горизонтальный Рр занял 
новое положение Р, — Р, параллельное оси проекций. Все построение настолько. 
просто, что не требует особых пояснений. 

Подобным же путем на эпюрах (фиг. 154—155) плоскость общего поло- 
жения Р’рР тоже, вместе с заданной на ней точкой # —, приведена в состояние, 
перпендикулярное к горизонтальной плоскости проекций, при чем в первом 
случае поворот выполнен вокруг горизонтали 4х — 0х, а во-втором — вокруг 
горизонтального следа р/ плоскости. В результате обоих поворотов, плоскость 
РрР обращается в торизонтально-проектирующие плоскости 5'55 и Р/рР, при 
чем, в обоих случаях, горизонтальные проекции /, и й, точки А каждый раз 
оказываются расположенными на горизонтальных следах $5 и рР новых гори- 
зонтально-проектирующих плоскостей, чего и следовало ожидать. 


Поворот плоскости общего положения вокруг оси, перпендикулярной к какой- 
либо из плоскостей проекций, на какой-либо определенный, заданный угол выпол- 
няется весьма несложным способом. При этом, однако, необходимо различать два 
отдельных случая, а именно, когда ось вращения, будучи перпендикулярна 
к одной из плоскостей проекций, с другою из них совпадает, и когда ось вра- 
щения, будучи перпендикулярна к одной из плоскостей проекций, от другой из 
них удалена на произвольное расстояние. Так, например, положим (фиг. 156), 
что плоскость Р’рР требуется повернуть на угол Да вокруг оси 46 — а'б’, пер- 
пендикулярной к горизонтальной плоскости проекций и совпадающей с горизон- 
тальной. В таком случае, из точки а’аб на оси проекций, в горизонтальной 
плоскости проекций опускаем перпендикуляр ай на горизонтальный след рР 
плоскости и, воображая обе эти линии, жестким образом, между собою соединен- 
ными, повертываем упомянутый перпендикуляр ай вокруг точки а на угол Ха 
в его новое положение ай, и таким образом находим новое положение горизон- 
тального следа р,Р, повернутой плоскости, который и после поворота должен 
будет сохранить свою перпендикулярность в линии ай. Точка и", как точка, 


во время упомянутого процесса вращения, находившаяся на неподвижной оси 
вращения, сохранит свое первоначальное положение и по окончании его. На этом 
основании, соединяя точку и’ с точкою р. на оси проекций, мы получим новое 


положение р вертикального следа плоскости, которая таким путем, после 


поворота ее на заданный угол /@ вокруг упомянутой оси 26 — а’0', во всем ее 
целом, займет положение Р’рР. 


Подобный же поворот плоскости общего положения на произвольный угол Да 
вокруг оси, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, но с верти- 
кальной плоскостью проекций не совпадающей, показан на эпюре (фиг. 157). Пусть 
плоскость общего положения Р’р.Р необходимо повернуть на угол Да вокруг оси 
02 — 0'’, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций и отстоящей от 
вертикальной—на расстоянии о’г. В основу употребляемого втаком случае приема, 
берется соображение о том, что положение плоскости в пространстве вполне опреде- 
ляется прохождением ее через два параллельных между собою отрезка. Поэтому, взяв 
на подлежащей повороту плоскости Р’р.Рдва взаимно параллельных отрезка, построим 
сперва их новое, в результате поворота на указанный угол / а, положение, а затем 
через них же, в этом их новом положении, проведем плоскость, которая, в таком 
случае, и будет тою же самою плоскостью, но именно повернутой на заданный 
угол Да. В качестве двух параллельных на плоскости Р’р.Р линий возьмем ее 
горизонтальный след — рР и торизонталь ее да— 4. Затем, опуская, как 
и в предыдущем случае, перпендикуляр из точки 02 на горизонтальный след рР 
плоскости и представляя себе как сей последний, так и горизонталь плоскости 
жестко соединенными с упомянутым перпендикуляром, поворачиваем его вокруг 


оси вращения на заданный угол Хоа. В результате поворота, горизонтальный 
след плоскости сохранит свое свойство перпендикулярности к означенному чер- 


ОЕ 


пендикуляру в его новом положении о—#,„ заняв соответствующее новое же 
положение р,Р,, а горизонтальная проекция горизонтали попрежнему будет ему 
параллельна и представится в виде линии 4, — а. Вертикальный след горизон- 


тали, т.-е. точка [”, во время рассматриваемого процесса вращения переме- 
щаетея по линии, параллельной оси проекций (совпадающей с вертикальной 
проекцией горизонтали), так что, по окончании поворота, вертикальный след а” 
горизонтали займет новое положение 1)”, соединяя который с точкою р, на оси 


проекций, мы и получим вертикальный след плоскости Р’р, в ее новом, повер- 
нутом на угол Д а положении Р’р.Р.. 


К тому же приему прибегают и в том случае, когда бывает необходимо 
плоскость общего положения, путем поворота вокруг подобной же оси, привести 
в востояние, перпендикулярное одной из плоскостей проекций. Так, например, 
допустим (фиг. 158), что плоскость общего положения Р’рР требуется повернуть 
вокруг оси 02—0’2’, перпендикулярной к торизонтальной плоскости проекций, 
в положение, перпендикулярное к вертикальной плоскости проекций, т.-е., дру- 
тими словами, преобразовать плоскость общего положения РР в плоскость 
вертикально-проектирующую. Размер, необходимого для данной цели, угла пово- 
рота не может быть нам заранее известен, но это обстоятельетво и не должно 
нас смущать. Мы знаем, что если плоскость общего положения будет преобразо- 
вана в вертикально-проектирующую, то горизонтальный след ее должен будет 
стать перпендикулярным к оси проекций. На этом основании, повернув перпен- 
дикуляр о, назначение которого нам уже известно, вокруг точки О и приведя 
его в состояние, параллельное оси проекций, мы, в виде линии рР, перпенди- 


кулярной к сей последней, сразу получаем новое положение горизонтального 
следа повернутой плоскости. Горизонтальная проекция горизонтали, как и всегда, 
должна будет оставаться параллельной горизонтальному следу плоскости, на 
каковом основании, в новом своем положении, и изобразится линией 4 а. Вер- 


тикальный след горизонтали при этом переместится в точку 4’, после чего, 
соединяя точку р, с точкой @’, т.-е. с новым следом горизонтали, мы и получим 
новое положение вертикального следа Р’р, данной плоскости, приведенной 
в состояние Р’р.Р, перпендикулярное к вертикальной плоскости проекций. 

На эпюре (фиг. 159) показано преобразование плоскости общего положения 
Р'ЪР в горизонтально-проектирующую Р’р,Р, путем вращения ее вокруг оси 


02 — 0'2’, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций и совпадающей 
с вертикальной. 


В начертательной геометрии, нередко, приходится прибегать не только 
ко вращению плоскости, но и ко вращению отдельных прямых, безотносительно 
к тем плоскостям, в которых они могут быть заданы. Упомянутый прием упо- 
требляется, главным образом, в тех случаях, когда бывает необходимо найти 
действительную величину этих прямых, как, например, при построении развертки 
боковой поверхности многогранников и тел вращения. Для упомянутой цели, т.-е. 
для нахождения истинной величины любой прямой, ее поворачивают вокруг оси, 
проходящей через произвольную на ней взятую точку и перпендикулярной к одной 
из плоскостей проекций, таким образом, чтобы прямая эта заняла положение, 
параллельное другой плоскости проекций. В этом своем состоянии прямая, как 
известно, будет проектирсваться на последнюю плоскость проекций в свою нату- 
ральную величину. Так, например, положим (фиг. 160), что необходимо опреде- 
лить действительную величину прямой АВ, аб — а’, расположенной в первом 
углу пространства. Проведем через точку А данной прямой ось вращения, пред- 
стоящего процесса вращения, перпендикулярно к горизонтальной плоскости 
проекций и затем будем вращать прямую АВ вокруг упомянутой оси вращения 
до тех пор, пока прямая эта не займет положения, параллельного вертикальной 
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_ плоскости проекций. Нам неизвестно, на какой именно угол необходимо повер- 


нуть прямую АБ вокруг принятой нами оси вращения для того, чтобы она 
заняла положение, параллельное вертикальной плоскости‘ проекций, но нам и не 
важно его знать. Руководящим соображением, в этом отношении, в данном случае 


будет служить то обстоятельство, что, раз начав процесс вращения, мы должны 
будем его продолжать в том или другом, безразлично, направлении до тех пор, 
пока горизонтальная проекция аб прямой не займет положения, параллельного 
оси проекций, что и будет служить доказательством того, что сама линия АВ 
уже приведена в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций 
и, в таком своем виде, проектируется на нее в натуральную величину. Так как 
ось вращения предстоящего процесса вращения перпендикулярна к горизонтальной 
плоскости проекций, то плоскости вращения любых точек прямой, а в том числе 
и плоскость вращения точки Б ее, будучи, в свою очередь, перпендикулярны 
К оси вращения, будут параллельны горизонтальной плоскости проекций, что 
выразится тем обстоятельством, что. вертикальные следы этих плоскостей вра- 
щения должны будут быть параллельны оси проекций. Это соображение сейчас же 
дает указание на то, что во время рассматриваемого процесса вращения верти- 
кальная проекция 6’ точки В должна будет перемещаться по пути, параллель- 
ному оси проекций, так как сама точка Б на всем протяжении процесса вра- 
щения будет вращаться в присущей ей плоскости вращения, параллельной 
горизонтальной плоскости проекций. Упомянутому вращению точки В в ее пло- 
скости вращения будет соответствовать перемещение горизонтальной ее проекции 6 
на горизонтальной плоскости проекций цо траектории в виде дуги круга, описан- 
ного из центра а, радиусом аб. Каждому промежуточному положению прямой АВ, 
например, положениям АВ;, АВ. и т. д., будет соответствовать и новое, проме- 
жуточное положение ее проекций: аб., аб и а’Б!', аб и т. д. Промежуточные 
положения вертикальных проекций а76;', а'’б.’ и т. д. на чертеже ве изображены, 
во избежание затемнения его, но справедливость сказанного понятна, сама собою. 
Точка А прямой, находясь на неподвижной оси вращения, своего положения не 
меняет. Постепенно продолжая процесс вращения все далее и далее, мы, наконец, 
дойдем до последнего его момента, при котором. горизонтальная проекция прямой 
займет положение аб, параллельное оси проекций, в этот момент сама прямая АВ 


будет приведена в состояние АБ, параллельное вертикальной плоскости проекций, 


и, следовательно, наша задача будет разрешена, так как в таком случае верти- 
кальная проекция @’6’ прямой изобразит собою ее действительную величину. 


На эпюре (фиг. 161) тоже построение показано пе в пространственном, 
а в общепринятом в начертательной геометрии виде, при помощи вращения 
одних только проекций данной прямой. 

Ось вращения, подобного процесса вращения, может быть проведена через 
любую точку, произвольным образом взятую на прямой, действительную величину 
которой желают определить, что и показано на эпюре (фиг. 162), где прямая 
а — @'Ъ’ приведена, в состояние, параллельное горизонтальной плоскости проекций, 
посредством поворота ее вокруг оси 0х — 0%”, пернендикулярной к вертикальной 
плоскости проекций и проходящей через точку А— данной прямой. Найденная 
таким путем новая вертикальная проекция @’,Б, и представит собою ее дей- 


ствительную длину. 

‘На эпюре (фиг. 163) тот же прием показан в применении к определению 
истинной величины ‘прямой 26 — а'6', заданной во втором углу пространства. 
Ось вращения, в этом случае, будучи перпендикулярна к горизонтальной пло- 
скости проекций, проходит через точку ВР—Р' данной прямой. Вертикальная ее 
проекция '’,Б’, после поворота представит собою действительную длину прямой. 

Поередством двойного поворота, производимого вокруг осей вращения, 
попеременно перпендикулярных сперва к одной, а потом к другой плоскости 
проекций, любую прямую можно привести в положение, перпендикулярное 
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к любой из плоскостей проекций. Так, например, пусть прямую 096 —а’5’ 
(фиг. 164) в первом углу пространства надо привести в состояние, перпенди- 
кулярное к вертикальной плоскости проекций, оставив при этом неподвижной 
точку В — 0’ ее. Для этой цели означенную прямую 496 — а 6', сперва вращением 
ее вокруг оси, проходящей через точку Р—6' и перпендикулярной к верти- 
кальной плоскости проекций, приводим в положение, параллельное горизонтальной 
плоскости проекций, благодаря горизонтальной проекции фа, прямой определяется 


ее действительная длина, а затем, путем второго поворота ее вокруг оси, пер- 
пендикулярной к горизонтальной плоскости проекций и проходящей через ту же 
точку 6—6' данной прямой, вращаем ее до положения, перпендикулярного 
к вертикальной плоскости проекций. Признаком окончания последнего поворота 
‚будет служит то обстоятельство, что в таком случае горизонтальная проекция ба, 


прямой будет перпендикулярна к оси проекций, а вертикальная — В'а' обратится 


в одну точку указанного двойного наименования. Первый из обоих последова- 
тельных поворотов был необходим, очевидно, только для того, чтобы, найдя при 
помощи его действительную длину прямой, построить таковую в виде горизон- 
тальной ее проекции ра, в положении прямой, перпендикулярной к вертикальной 


плоскости проекций. } 

На эпюре (фиг. 165) показан подобный же двойной поворот прямой аб— а’Б', 
примененный в таковой для приведения ее в положение, перпендикулярное 
в горизонтальной плоскости проекций. 


ГЛАВА 11. 


Понятие о взаимной параллельности прямых линий и плоскостей. Построение прямых, 
параллельных любой плоскости. Решение подобных задач в общем и точно определенном 
видах. Решение обратных задач, т-е построение плоскостей, параллельных произвольным 
образом заданным прямым. Уточнение последних задач. Условия и признаки взаимной 
параллельносги различного рода плоскостей. Особенности построения взаимно-парал- 
лельных плоскостей. параллельных оси проекций. Условия и признаки параллельности 
таких плоскостей. Различные способы построения взаимно-параллельных плоскостей. 
Понятие о взаимном пересечении плоскостей. Условия и признаки пересечения плоскостей. 
Линия пересечения двух плоскостей, ев следы и проекции. Частные и оригинальные 
случаи пер. сечения плоскостей. Построение линии пересеч»ния плоскостей, следы. которых 
пересекаются вне пределов чертежа. Понятие о пересечении прямых линий плоскостями 
или о точках их взаимной „встречи“. Нахождение точек встречи плоскостей с линиями, 
перпендикулярными и наклонными к плоскостям проекций. Общие, частные и ориги- 
нальные случаи подобных пересечений Понятие о сечении геометрических фигур вся- 
кого рода плоскостями. Задачи на означенные сечения. Связь между `вышеупомяну- 
тыми построениями и вопросом о сечений геометрических тел произвольно заданными 
плоскостями. 


Мы уже знакомы с условием взаимной параллельности прямых линий, т.-е. 
знаем, что для того, чтобы линии были параллельны между собой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы одноименные проекции этих линий были бы парал- 
лельны одна другой. Так, вапример, на эпюре (фиг. 166) изображены четыре 
параллельных между 60бою линии аб —@'/’, са—с'4’, ее! и 9—9, 
из которых каждая расположена в различном углу пространства. Теперь посмо- 
трим, каким образом ироводятея линии, параллельные той или иной плоскости, 
как строятся плоскости, параллельные любой прямой и каким свойством лолжны 
обладать параллельные между собой плоскости. 

Одна из основных теорем элементарной стереометрии гласит, что линия, 
параллельная какой-либо прямой, лежащей в плоскости, 
будет параллельна и самой плоскости, Из этой теоремы непо- 
средственно и вытекает способ построения прямых, параллельных любой пло- 
скости. Так, например, если (фиг. 167) через точку е—е’ требуется провести 
Тямую, параллельную плоскости Р»рР, тогда, для этого, на плоскости РоР 
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необходимо предварительно взять какую-либо произвольную прямую и затем 
через проекции точки е —е' провести проекции строимой прямой параллельно 
одноименным проекциям прямой, взятой на плоскости Р’рР. Полученная, таким 
образом, прямая 426 —а6’ и будет искомой прямою, так как, проходя через 
точку е—@,, она будет параллельна плоскости Р’рР. Описанное построение 
в полной мере подтверждает тот факт, что через любую точку можно провести 
бесчисленное множество прямых, параллельных данной плоскости. Действительно, 
ведь прямая 7-ти’ была взята нами на плоскости Р’рР совершенно произ- 
вольно, вместо нее мы могли бы задаться каким-либо другим отрезком #1 — #Г 
ИЛИ 75 —75'’и т. д. и, применяя тот-же способ построения, каждый раз получа- 
ли бы все новые и новые отрезки, параллельные данной плоскости Р’рР. Задача 
эта утратит свой неопределенный характер только в том случае, если, желая 
построить линию, параллельную плоскости Р’рР, мы зададимся на сей последней 
каким-либо определенным же отрезком, и хотя бы любым из всех вышеупомяну- 
тых, например, отрезком #/ — Г. На эпюрах (фиг. 168, 169, 170, 171, 172 
и 173) показано проведение через точку т — т’ отрезка а — а’6б’ в последова- 
тельном порядке, параллельного горизонтально-и вертикально - проектирующим 
плоскостям, плоскости, параллельной оси проекций, плоскостям, в свою очередь, 
попеременно параллельным одной из плоскостей проекций, и, наконец, про- 
фильной плоскости. Все упомянутые построения носят совершенно определенный 
характер, так как отрезок а6— а’б’ через точку т— проводился каждый раз 
параллельно прямой А] — Г, определенным образом заданной на каждой из озна- 
ченных плоскостей. В последнем случае, для того, чтобы через точку т— м’ 
провести прямую @6— а’6, параллельную определенному отрезку 1—7, задан- 
ному в профильной плоскости Р’рР (фиг. 178 и 174), упомянутая плоскость, 
а равным образом и точка т— и были совмещены на горизонтальную плоскость 
проекции, через точку М проведена линия АБ, параллельная отрезку КГ, 
и затем точка Л, вместе с проведенной через нее прямой АВ, приведена обратно 
в ее первоначальное положение, благодаря чему, линия 40 —4’6’ и оказалась 
параллельной определенному отрезку, заключенному в профильной плоскости Р’Р, 
а следовательно, параллельно и'сей последней. 

При решении обратного рода задач, т.-е. при проведении через произволь- 
ную точку плоскостей, параллельных данной линии, поступают следующим обра- 
зом. Положим (фиг. 175), что через точку % — т’ надо провести плоскость, парал- 
лельную линии /{—\'[, тогда через точву т—-и’ проводят отрезок @6—@0', 
параллельный линии 1—1, а через него затем проводят плоскость, которая, 
в свою очередь, тоже будет параллельна ланной прямой 1 — КГ. Задача эта, как 
видно, совершенно неопределенная, так как через отрезок аб — а’б” можно про- 
вести бесчисленное множество плоскостей, которые в таком случае все будут 
параллельны линии #/— Г. Та же самая задача, однако, становится вполне 
определенной, ссли она будет формулирована немного иначе, а именно, если 
будет сказано, что плоскость, параллельную линии /1—\'!, надо провести не 
через точку %— 7, а через’ отрезок 426 — а’5'. Втаком случае (фиг. 176) через 
произвольную точку отрезка, положим через точку ж— и’ его, проводят вто- 
рой отрезок 7 — и’, параллельный линии 11 —/, и, через полученные таким 
образом два пересекающихся (в Точке *— и’) отрезка а6—а’б’ и ти—тУ,, 
проводят уже вполне определенную плоскость Р’рР, которая тоже будет парал- 
лельна данной прямой /1— Г. 

Построение двух взаимно параллельных плоскостей основано на известной 
теореме стереометрии, гласящей, что две плоскости бывают взаимно 
параллельны, если два пересекающихся отрезка, лежащих 
в Одной из плоскостей, соответственно параллельны двум 
пересекающимся прямым, заключенным в другой из них. 
Признак же, которому на эпюре должны удовлетворять две параллельные между 
<0бою плоскости, представляет собою графическое выражение следетвия парал- 
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лельности плоскостей, заключающееся в том, что две параллельных 
между собою плоскости пересекаются третьей, по линиям, 
взаимно параллельным. Так как на эпюре (фиг. 177) две параллель- 
ных между собой плоскости Р’)Р и (40 рассекаются обеими плоскостями проек- 
ций, то очевидно, что линии пересечения плоскостей Р’›Р и ('4@ плоскостями 
проекций должны быть попарно параллельны друг другу, т.-е. Р’р. | 99 и 
Рр | 94, а это условие и представит собою признак взаимной параллельности 
двух плоскостей, который формулируется так: если две плоскости па- 
раллельны одна другой, то одноименные еледы их должны 
быть взаимно параллельны. Согласно этому признаку, на эпюрах 
(фиг. 178, 179 и 180) изображен ряд параллельных плоскостей общего положе- 
ния и горизонтально и вертикально-проектирующих Р’рР, 099 ВЕ, 5'з5 и 
ТУТ, в последовательном порядке взятых во всех четырех углах пространства. 
Упомянутый признак взаимной параллельности плоскостей справедлив для вся- 
вого рода плоскостей вообще и только по отношению к плоскостям, параллель- 
ным оси проекций, он требует некоторой оговорки. Дело в том, что следы пло- 
скостей, параллельных оси проекций, всегда бывают параллельны сей последней, 
а следовательно, и друг другу, даже и в том случае, если подобного рода пло- 
скости и не параллельны одна другой. Лля того, чтобы (фиг. 181) построить 
две {параллельных между собой плоскости | (Р'/—Р”)—(Р—Р)| и[(0’—0’)—(9—9,)} 
из которых каждая, кроме того, была бы параллельна оси проекций, поступают 
следующим образом. В профильной плоскости 65'з5 берут два произвольных, но 
параллельных друг другу отрезка АВ и ЛМ, находят следы 0.0, иО.О. обоих 
отрезков и затем через следы отрезков проводят одноименные следы Р’—Р”, 
4’—@’ и Р-Р, 9—0 плоскостей параллельно оси проекций. Построенные 
таким образом плоскости, будучи параллельны оси проекций, будут параллельны 


между собою. Эдесь, однако, следует обратить внимание на два, получившихся: 


при упомянутом построении, прямоугольных треугольника 1).5С, и /1.30.. 
Треугольники эти, в силу параллельности их гипотенув8 2.С; и 0.0», подобны, 
на основании чего можно написать соотношение: 0,5 : О.з = 0.5: Оз, которое 
и является необходимым дополнительным условием взаимной параллельности двух 
плоскостей, параллельных оси проекций, а именно, говорят, что: если отно- 
шение расстояний одноименных следов их от оси проекций 
равно отношению расстояний двух других следов от оси 
проекций, то две плоскости, параллельные оси проекций, 
параллельны и между собой. То же самое построение показано и на 
эпюре (фиг. 182). Профильная плоскость 6'55 была для этой цели совмещена 
на горизонтальную плоскость проекций, в этом виде, на ней были взяты два 
параллельных друг другу отрезка 46 и ММ, были найдены следы С)’ и 


С.,1°. таковых и затем плоскость 5’35 снова была возвращена в состояние” 


профильности. Проведя через следы С.Г), и С„,Г. отрезков линии Р-Р’, Р-Р 
и /—Ч,, 9—0, парэллельные оси проекций, мы и получили\лве взаимно па- 
раллельных оси проекций плоскости |[(Р’—Р”)—(Р--Р)] и [(9’—0)—(9— 9) 
при чем, как можно видеть, соблюдено было вышеизложенное добавочное усло- 
вие, так как в данном случае мы действительно имеем: 155 : Г). 5 = 0.3 : (18. 
Теперь рассмотрим различные способы построения, параллельных одна 
другой, плоскостей. Положим (фиг. 188), что через точку т—т/ требуетея про- 
вести плоскость, параллельную данной плоскости Р’рР. В таком случае, строго 
придерживаясь упомянутой выше теоремы стереометрии, обусловливающей 
взаимную параллельность плоскостей, берем на плоскости Р’рР какие-либо две 
-произвольные, но пересекающиеся в одной точке #—й’ прямые и затем через 
точку т — т проводим два отрезка а6— 4/6” и з&—, параллельных двум 
упомянутым прямым, взятым на плоскости Р’рР. Найдя следы С, 0, и С, 0. 
отрезков аб — 0’ и 51—51 и соединив между собою попарно одноименные их 
следы прямыми линиями, получим ()’4 и 90), следы плоскости (’4@, параллель- 
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ной данной плоскости Р’рР. Правильность построения подтверждается тем 
обстоятельством, что найденные, независимо один от другого, горизонтальный 9@ 
и вертикальный 4@’ следы плоскости ()/)@ пересекаются на оси проекции 
в точке 0. 

Тот же результат может быть достигнут более простым путем, а именно 
(фиг. 184), через точку т — проводят один отрезок аб — а'б’ параллельной 
прямой, взятой на плоскости Р’›.Р, и, найдя следы Г), и С, этого отрезка, зная, 
что одноименные следы двух взаимно параллельных плоскостей должны быть 
параллельны между собой, через какой-либо из следов отрезка 26 — а 6', поло- 
жим, через горизонтальный его след С, проводят линию 4@ параллельно тори: 
зонтальному следу рР плоскости Р’рР, в качестве горизонтального следа иско- 
мой плоскости. Соединив. затем, точку 9, на оси проекций, с вертикальным 
следом Г), отрезка 6 — &', в случае правильного построевия, получают ли- 
нию 9@’, параллельную вертикальному следу рР’ данной плоскости Р’Р, 
которой, в свою очередь, и будет параллельна, построенная указанным путем, 
плоскость (90, проходящая через точку ж— у. 

Ту же самую задачу можно решить еше и другим способом, указанным на 
эпюре (фиг. 185). Через точку м — я’ проводят линию 46 — а’, параллельную 
одному из следов плоскости Р’рР, положим вертикальному ее следу Ю’р. 
Горизонтальная проекция аб линии АВ должна быть параллельна оси проекций, 
так как горизонтальная проекция вертикального следа Р’р плоскости Р’рР сов- 
падает с осью проекций. Построенная таким образом линия а — а’5’ может 
быть рассматриваема как вертикаль искомой плоскости. Построив затем гори- 
зонтальный след С упомянутой вертикали, т.-е. отрезка аб — а’6', проводят через 
него линию 40 параллельно горизонтальному следу р’Р данной плоскости, в ка» 
честве горизонтального следа искомой плоскости. Линия 4’, проведенная через 
точку 4 на оси проекций, параллельно вертикальному следу рР”’ плоскости Р’рР, 
представит собою вертикальный след 44’ плоскости (9, параллельной пло- 
скости Р’РР и проходящей через точку 2% — #. 

Построение взаимно параллельных горизонтально-и вертикально- проекти- 
рующих плоскостей, проходящих при этом через определенные точки, выполняется 
чрезвычайно просто. Положим, например (фиг. 186), что через точку а— а’ надо 
провести горизонтально-проектирующую плоскость, параллельную данной пло- 
скости Р’ЬР. В таком случае, зная заранее, что если горизонтально-проектирую- 
щая плоскость проводится через какую-либо точку, то горизонтальный след этой 
плоскости должен пройти через горизонтальную проекцию этой точки, через точку а 
проводят линию 9(@ параллельно горизонтальному следу рР данной плоскости 
и затем, в точке 4 на оси проекций, восставляют перпендикуляр 90’ в сей 
последней. Полученная таким путем плоскость (0'9@ и будет искомой, т.-е. па- 
‹раллельной горизонтально-проектирующей плоскости Р’»Р и проходящей через 
точку а-—а’. Тем же самым приемом (фиг. 187) вертикально-проектирующая 
плоскость @’9@ проведена через точку 6 —6', параллельно подобной же верти- 
кально-проектирующей плоскости Р’рР. 

Построение взаимно параллельных и пагаллельных оси проекций плоско- 
стей уже было пояснено при выводе непременного условия, которому должны 
удовлетворять следы подобных плоскостей. Задача эта тоже не представляет 
собою каких-либо затрулнений. Положим (фиг. 158), что через точку #— № надо 
провести плоскость параллельную плоскости |(.Р”— Р’) —(Р—Р)]|, которая, как 
видно из расположения ее следов, в свою очередь, параллельна оси проекций. 
Для этой пели, на данной плоскости |(Р’— Р’) —(Р—Р)] берем какой-либо 
произвольный отрезок 777% — и’ и затем, через точку & —&’ проволим второй 
отрезок аь— а’6’ параллельно первому. Найдя следы С. и О. второго отрезка, 
проводим через них линии ()’ — (’и @— О параллельно оси проекций, которые 
и будут следами искомой плоскости [((’— @`) — (@— 0)], параллельной плоскости 
(Р’—Р)— (Р-Р) и проходящей через точку &— %". 
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После того, как нами была выяснена сущность вопроса о взаимной парал- 
лельности плоскостей и рассмотрен целый ряд построений подобных плоскостей, 
необходимо основательно изучить и явление взаимного же пересече- 
ния всякого рода плоскостей, которое обнимает собою, безусловно, еще более 
широкую область отдельных случаев и построений. С понятием о пересечении 
плоскостей нам в общих чертах уже пришлось встречаться как в начале, так 
и в дальнейшем изложении настоящего курса. Ведь сама ось проекций, кото- 
рой мы постоянно пользуемся, представляет собою ни что иное, как линию пере- 
сечения двух взаимно перпендикулярных плоскостей проекций; следы всякого рода 
плоскостей суть тоже линии пересечения отдельных плоскостей с обеими пло- 
скостями проекций. Из этих простых примеров можно видеть, что в результате 
взаимного пересечения плоскостей всегда образуется так называемая линия пе- 
ресечения таковых, т.-е., что плоскости пересекаются одна с другою непре- 
менно по прямой линии. 

_ Из самой сущности этого геометрического явления можно заключить, что линия 
пересечения двух плоскостей одновременнопринадлежит обеим пересекающимся нло- 
скостям, т.-е., что’ она находится или лежит как в той, так и в другой из них. 
На это вполне понятное обстоятельство необходимо обратить 06обое внимание, 
потому что оно дает возможность, се чрезвычайной простотою и логичностью, уста- 
новить признак взаимного пересечения плоскостей вообще. Если линия пересе- 
чения двух плоскостей, в качестве таковой, одновременно лежит в обеих пере- 
секающихся плоскостях, то ‘очевидно, что следы линии пересечения должны будут 
лежать одновременно на следах обеих плоскостей, а это будет возможно только 
в том случае, если вледами линии пересечения рассматриваемых плоскостей 
явятся точки пересечения их одноименных следов. Отсюда и вытекает весьма 
простой признак взаимного пересечения двух плоскостей, а именно, говорят, что 
две плоскости пересекаются, если пересекаются их одноимен- 
ные следы. Правда, в дальнейшем мы увидим, что для взаимного пересе- 
ния двух плоскостей иногда бывает достаточно пересечение не обоих, а каких 
либо только одних, но непременно одноименных их следов, но это уже будет 
зависеть от геометрических свойств самих плоскостей и представит собою, 
скорее ряд частных случаев, нежели общее явление. 

Положим (фиг. 189), что нам даны две плоскости общего положения Р’рР 
и (0490. При первом же взгляде на них, мы видим, что одноименные следы их 
пересекаются, образуя в точках Си Г) следы линии пересечения. Найдя проекции 
«’и 4 таковых и соединив между собою попарно точки Сид ис’ и ЮО, мы 
получим горизонтальную СЯ и вертикальную ©. проекции линии пересечения 
данных плоскостей. 

На эпюре (фиг. 190) изображены две плоскости общего положения Р’Р 
и @’40, обе заданные во П углу пространства, при чем, как можно видеть, оба 
следа одной из них пересекаются с обоими же следами другой. Это обстоятель- 
ство не должно нае смущать, так как оно является только результатом совме- 
щения плоскостей проекций при переходе от пространственного изображения 
& построению на эпюре. Для нашей цели, имеют значение только точки С 
и Ш) пересечения одноименных следов плоскостей, так как именно они 
представляют собою следы линии их пересечения. Попутно отметим здесь важ- 
ность самого внимательного отношения к значкам (’)— (прим), которыми, как 
известно, отличаются друг от друга вертикальные и горизонтальные следы одной 
и той же плоскости. Малейшая ошибка ‘или случайный недосмотр в этом отно- 
шении ведут к неправильному решению задачи. По следам линии пересечения, 
как и в первом случае, строят проекции ее. 

На эпюре (фиг. 191) изображены две плоскости общего положения Р’Р 
и (90, данные обе в Т углу пространства, у которых, повидимому, пересе- 
каются только вертикальные их следы, т.-е. линии Р’р и @’4. Казалось бы, что 
такие плоскости не должны пересекаться, и, действительно, в пределах Г угла 
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пространства они и не пересекаются, но при продолжении горизонтальных сле- 
дов Ру и (94 обеих плоскостей за точки р и 4 на оси проекции они, вместе 
с самими плоскостями, проникают во Ш угол пространства, где и пересекаются 
в точке С. Это обетоятельство будет служить доказательством того, что пло- 
скоти РУР и 099, будучи заданы в Т углу пространства,  пересе- 
каются во П. 

На следующей эпюре (фиг. 192) мы имеем тоже две плоскости общего поло- 
жения РР и ('40, из которых первая — дана в 1, а вторая —во П углах про- 
странства. Внимательное рассмотрение следов означенных плоскостей убеждает 
нас в том, что одноименные следы этих плоскостей пересекаются в точках С 
и 2, находящихся ниже оси проекций, что опять дает право заключить, что 
плоскости РР и ('40, будучи взяты первая —в 1, а вторая—во ПН углах 
пространства, пересекутся не иначе как при продолжении их в ТУ угол 
пространства. Отрезки С4 и с будут проекциями линии их пересечения. 

Линия пересечения горизонтально-проектирующей Р’»Р и вертикально- 
проектирующей (’9@ плоскостей (фиг. 198) находится особенно просто  благо- 
даря тому обстоятельству, что нам заранее известно, что проекции ее располо- 
жатся на одноименных следах плоскостей. 

На эпюре (фиг. 194) даны вертикально-проектирующая плоскость РР в 1 
и горизонтально-проектирующая (’аО во ИП углах пространства. Для нахождения 
горизонтального следа линии их пересечения, горизонтальный след 9@ горизон- 
тально-проектирующей плоскости продолжен за ось проекций, что обозначает 
проникновение самой плоскости в 1 угол пространства и, действительно, плоско- 
сти Р’рР и 0’9@ пересекаются в Г углу пространства по линии С. Для боль- 
шей наглядности, построение это показано в пространственном изображении 
на фиг. 195. 

Так как две плоскости, проходящие через две параллельные прямые, вслу- 
Чае своего пересечения, пересекаются по линии, параллельной упомянутым пря- 
мым, то понятно (фиг. 196), что плоскости общего положения РР и 0'40, 
У которых, как видно, вертикальные их следы Р'’р и 0'д пересекаются в точке /), 
а горизонтальные рР и 9@ взаимно параллельны, пересекутся между с0б0ю по 
линии, параллельной упомянутым их горизонтальным следам. Но так как эти 
горизонтальные следы обеих плоскостей лежат на горизонтальной плоскости 
проекций, то линия пересечения рассматриваемых плоскостей, одновременно 
находящаяся в обеих из них, будет, в свою очередь, параллельна горизонтальной 
плоскости проекций, т.-е., следовательно, для каждой из них явится горизон- 
талью. В таком случае, вполне понятно, что проекции линии пересечения 
данных плоскостей должны будет удовлетворять признакам проекций их горизон- 
‘талей, т.-е. горизонтальная проекция ее ди будет параллельна их горизонталь- 
ным следам рР и 40, а вертикальная 4’т’— параллельна оси проекций. Точка Р 
пересечения вертикальных следов Р’р и (@’4 данных плоскостей, являясь верти- 
кальным следом линии их пересечения, будет служить и вертикальным следом 
их общей горизонтали. | 

Подобное же построение указано на эпюре (фиг. 197) по отношению к двум 
плоскостам общего положения Р’рР’и 0’4@, горизонтальные следы которых Рр 
и 04 пересекаются в точке О, а вертикальные Р’р и @’4 параллельны друг 
другу. Линия пересечения таких плоскостей будет общею их вертикалью 
с горизонтальным следом таковой в точке 0. | 

На эпюрах (фиг. 198 и 199) приведено пересечение подобных же плоско- 
стей общего положения, но заданных в различных углах пространства. 
Построение проекций линии их пересечения не составит какого-либо труда, так 
как в первом случае линия пересечения упомянутых плоскостей явится их 
общей горизонталью, а во втором — вертикалью. 

Тем же самым образом (фиг. 200) построены проекции линии пересечения 
плоскости общего положения Р’оР и горизонтально-проектирующей (4/9, гори- 
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_ зонтальные следы которых рР и 490 взаимно параллельны, а вертикальные — 
Р'у и ©'4 пересекаются в точке 7). Плоскости эти пересекаются тоже по общей 
для них горизонтали, горизонтальная проекция которой совпадает с горизон- 
тальным следом (9 горизонтально-проектирующей плоскости (’00, а верти- 
кальная—параллельна оси проекций. 

Две горизонтально-проектирующие плоскости (фиг. 210 и 202) пересекаются 
только в том случае, если пересекаются их горизонтальные следы рР и 90. 
Очевидно, что линия их пересечения представляет собою тоже их общую верти- 
каль, горизонтальная проекция которой совпадет с точкой С, т.-е. © горизон- 
тальным ее следом, а вертикальная проекция, будучи параллельна вертикальным 
следам обеих плоскостей, будет перпендикулярна к оси проекций. Разница 
между построениями (фиг. 201 и 202) заключается только в том, что в первом 
случае плоскости Р’рР и (490, заданные в Т-ом углу пространства, в нем же 
и пересекаются, а во втором случае, они пересекаются в пределах И угла 
пространства, в который проникают путем продолжения их горизонтальных 
следов рР и 9@ за ось проекций. Для большей наглядности построение это 
ниже показано и в пространственном изображении (фиг. 203). 

Если (фиг. 204 и 205) мы имеем плоскость общего положения РР 
и плоскости ©’—()’ или 9—0), из которых первая—(’— 0’ параллельна гори- 
зонтальной, а вторая— ()—()— вертикальной плоскостям проекций, при чем одно- 
именные следы таких плоскостей между собою пересекаются в точках Г) и (0, 
то плоскости ()’—(4’и @@ пересекаются с плоскостью Р’рР, в первом случае— 
по горизонтали, а во втором-—по вертикали. Понять это не трудно, так как 
в обоих случаях мы имеем по две параллельных между еобою плоскости, 
а именно: плоскость ()’—()’ и горизонтальную плоскость проекций и плоскость 
(—О и параллельную ей вертикальную плоскость проекций, которые плоскостью 
общего положения Г”’»Р пересекаются каждый раз по линиям между собою 
параллельным. ‘Таким образом, линия пересечения плоскостей Р»Р и 0’—0" 
должна быть параллельна горизонтальному следу рР плоскости Р'рР, а так как. 
этот след лежит на горизонтальной плоскости проекций, то упомянутая линия 
пересечения плоскостей Р'’’Рои ()’—0' будет параллельна горизонтальной 
плоскости проекций, т.-е., следовательно, она представит собою общую для них 
горизонталь, проекции которой должны обладать уже известными нам призна- 
ками таковых. На том же основании плоскости РР и 0—0 пересекаются 
между собою по общей для них обеих вертикали. 

На эпюрах (фиг. 206, 207 и 208) показано пересечение плоскостей общего 
положения Р’рР горизонтально-проектирующей плоскости ()'9@ и вертикально- 
проектирующей плоскости А’”А с профильной плоскостью’ 5'55. Все три влучая, 
отличаясь большой простотой, обладают между прочим тою оригинальной 060- 
бенностью, что проекции линии пересечения подобных плоскостей не прихо- 
дится строить, они уже сразу образуются сами с0б0ю, располагаясь на следах 
профильной плоскости, чего и надо было ожидать, так как профильная плоскость 
является одновременно и горизонтально-и вертикально-проектирующей плоскостью. 
Так, например, проекциями линии пересечения плоскости общего положения 
Р'уР и профильной 65'з5 (фиг. 206) будут отрезки Сз— горизонтальной и 1)— 
вертикальной. Проекциями линии пересечения горизонтально проектирующей 
плоскости ©" и профильной плоскости 5'55 (фиг. 207) будут служить: точка 
«—_горизонтальной, совпадающей с горизонтальным ее следом С, и линия 59'— 
вертикальной. Понятно, что в этом случае плоскости 0'4@ и 5!55 пересе- 
каются по их общей вертикали. И, наконец, вертикально-проектирующая пло- 
скость ВтВ и профильная—6'з5’ (фиг. 208) пересекаются по общей для них 
горизонтали, проекциями которой явится: точка А'—вертикальной проекцией, 
совпадающей с вертикальным следом 0) упомянутой горизонтали, и отрезок $9— 


горизонтальной проекцией, лежащей на горизонтальном следу профильной 
плоскости. 
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`Лля большей наглядности, во всех трех упомянутых случаях, профильная 
плоскость ©'з0, вместе с образовавшейся в ней линией пересечения, совмещена 
на горизонтальную плоскость проекций, в результате чего каждый раз и полу- 
чаются сами линии пересечения означенных плоскостей, как таковые. В первом 
случае это будет линия С),, во втором-—линия Оа, параллельная оси проекций, 
а в третьем—линия 0,6, параллельная горизонтальным следам обеих плоскостей. 
Несмотря на большую их простоту, примеры эти заслуживают самого внима- 
тельного к себе отношения, потому что в дальнейшем нам нередко придется 
пользоваться профильными плоскостями, в качестве вспомогательных секущих— 
при решении различных задач прикладного характера. 

Аналогичным-же путём (фиг. 209) найдены, а не построены получившиеся 
сами собою проекции Са—торизонтальная и Па вертикальная— линии пересе- 
чения плоскостей общего положения Р'Р и профильной (@'90, которые, будучи 
заданы обе в Г углу пространства, пересекаются во ПШ. Для получения 
самой линии пересечения С), рассматриваемых плоскостей, как таковой, про- 
фильная плоскость @'49@ была совмещена на горизонтальную плоскость проекций. 
При этом надо отметить, что в пределах И угла пространства оба следа (а 
и 0'4 профильной плоскости на эпюре перекрываются один другим, неподвиж- 
ною же осью вращения, упомянутого процесса совмещения, служит горизонтальный 
ее след 04, благодаря чему, в результате совмещения, точка С горизонтальный 
след линии пересечения, сохраняет свое первоначазьное положение, а точка /)— 
вертикальный ее след, переходит в точку Г)» на совмешенное положение верти- 
кального следа профильной плоскости. Все только что еказанное становится еще 
более понятным при рассмотрении пространственного построения, приведенного 
на фиг. 210. 

Если две пересекающиеся плоскости взаимно перпендикулярны и при этом 
каждая из них параллельна одной из плоскостей проекций, то такие плоскости 
(фиг. 211 и 212) пересекаются по линии параллельной оси проекций и потому 
не имеющей следов. Проекции линии пересечения таких плоскастей располагаются 
на соответствующих следах таковых и линия пересечения их служит для одной 
из них ее горизонталью, а для другой—вертикалью. 

Пусть (фиг.213) нам даны две плоскости [(Р'—Р!)— (Р-Р) и [(9'—09)—(9—0)] 
параллельные оси проекций. Что эти плоскости, будучи обе параллельны ‘оси 
проекций, в то же время не параллельны друг. другу, мы можем заключить из 
того обстоятельства, что построив вспомогательную профильную плоскость В’»В, 
мы получаем на вертикальном ее следу Е два отрезка Оз и Д.", отношение 
которых не равняется отношению двух других подобных же отрезков Сти Су, 
образовавшихся на горизонтальном следу А’ профильной плоскости. Если же 
данные плоскости не параллельны одна ‘другой, то, будучи обе параллельны 
одной и той же линии, т.-е. оси проекций, они должны пересекаться по линии 
ей параллельной. Следовательно, мы заранее знаем, что проекции линии пере- 
сечения данных плоскостей будут параллельны 06и проекции. Для постро- 
ения их воспользуемся тою-же профильной плоскостью В’В. Точки о 
и 05, Ш), представляют собою вертикальные и горизовтальные следы линий 
пересечения плоскостей [(Р--Р’) — (Р-Р) и (9—9) — (9—9) с про- 
фильной плоскостью АЙ, так что совместив эту последнюю ва горизонтальную. 
плоскость проекций, мы в виде отрезков С,0;° и 050.5’ получим сами линии 
пересечения обеих данных плоскостей с профильной плоскостью ВВ, которые, 
как можно видеть, в свою очередь пересекаются в точке К. Эта точка К, оче- 
видно, явится одной из точек линии пересечения плоскостей [(Р-—Р')—(Р—Р) 
и [9' 9')-—(9—9)|. На этом основании, вернув профильную плоскость в ее 
первоначальное положение, найдя на следах ее проекции Би РЁ точки К 
и проведя через них отрезки аб и а/б', параллельно оси проекций, ‘мы в виде 
сих последних и получим проекции искомой линии пересечения данных 
плоскостей. 
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Подобное же построение указано на эпюрах (фиг. 214 и 215), при чем 
первая из них служит пояснением ко второй. Здесь тоже даны две плоскости 
[(Р--Р')—Р-Р)] и [(9”—9)-—(© -0,)], параллельные оси проекций, которые, 
будучи заданы в Г углу пространства, пересекаются—во П. При продолжении 
линий пересения С,1).’°и С.).”, они пересекаются в точке Х во И угле про- 
странства, проекции хи я' которой должны лежать на одноименных слелах 
профильной плоскости. Проводя через эти точки (на эпюре (фиг. 215) получаю- 
щиеся выше оси проекций) линии аб и а/0', параллельные оси проекций, мы 
в виде них и получим проекции линии пересечения рассматриваемых плоскостей. 

Та-же самая задача может быть решена еще более простым способом, если 
в качестве вспомогательной плоскости будет употреблена не профильная, а гори- 
зонтально-или вертикально-проектирующая плоскость ВА или 2030, как это 
показано на эпюре (фиг. 216). 

Еели одна из плоскостей (фиг. 217 и 218) параллельна оси проекций, 
а другая — параллельна какой-либо из плоскостей проекций, то задача решается 
вполне аналогичным способом. Так, например, пусть плоскость [(Р/—Р’)—(Р-—Р])|, 
параллельная оси проекций, пересекается плоскостью (/—(), параллельной верти- 
кальной плоскости проекций. Не трудно сообразить, что линия пересечения 
таких плоскостей будет тоже параллельна оси проекций, при чем горизонтальная 
ее проекция совпадает с горизонтальным следом (0--@ второй плоскости. Для 
нахождения вертикальной проекции линии ‘пересечения данных плоскостей 
рассечем их вспомогательною профильною плоскостью ’”Д, которая, в свою 
очередь, пересечет плоскость [(Р”—Р”)—(Р—Р)] по линии © Д,, аплоскость 9—@— 
по линии 0—0, перпедикулярной к горизонтальной плоскости проекции. Через 
точку Х пересечения обеих упомянутых линий и должна пройти линия пере- 
сечения данных плоскостей, параллельная оси проекций. Понятно, что проекции 
линии пересечения должны пройти через проекции х и 2’ точки Х. На этом 
основании, проводя через точки х и #'’, из которых каждая располагается на 
соответетвующем следу профильной плоскости, линии параллельные оси проекций, 
мы и получим проекции линии пересечения данных плоскостей. Лля нахождения 
точки Х на эпюре (фиг. 218) профильная плоскость АА предварительно была 
совмещена на горизонтальную плоскость проекций. 

Подобный-же случай пересечения двух плоскостей разобран на фиг. 219, 
и 220. Разница заключается только в том, что здесь вторая плоскость © 0! 
параллельна горизонтальной плоскости проекций и в качестве вспомогательной 
взята не профильная, а горизонтально-проектирующая плоскость А/В. Эта 
последняя рассекает’ плоскость Р’—Р’, Р—Р по линии С\)., а плоскость 
©'—(' по. ее горизонтали Ю.М. Вертикальным следом этой горизонтали служит 
точка 1», а проекции ее— горизонтальная совпадает © горизонтальным следом 
”Е плоскости ВЮ, а вертикальная — проходя через точку 15, будет парал- 
лельна оси проекций. Линия пересечения заданных плоскостей, будучи парал- 
лельна оси проекций, должна проходить через точку Х пересечения линии 0,0, 
и упомянутой горизонтали 0, М.- Проекции линии пересечения, тоже парал- 
лельные оси проекций, проходят через одноименные проекции % и 2’ точки: Х, 
причем вертикальная проекция линии пересечения совпадает с вертикальным 
следом (—(' данной плоскости. Решение задачи. настолько проето, что на 
эпюре (фиг. 220) даже нет надобности совмещать вспомогательную горизонтально- 
проектирующую плоскость А/В на какую-либо из плоскостей проекций. 

На эпюрах (фиг. 221 и 222) показано пересечение плоскостей [(Р-—Р/)— 
—(Р—Р) и [(9—0')—(9—0)], параллельных оси проекций, с плоскостями общего 
положения ВВ и 5'55. Построение проекций линии пересечения упомянутых 
плоскостей производится в обоих случаях настолько просто, что не требует 
применения каких-либо вспомогательных плоскостей. 

Рассмотрим теперь некоторые оригинальные случаи пересечения плоскостей. 
Так, например (фиг. 223), пусть нам даны две плоскости общего положения 
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Р'уР и 0'40, следы которых пересекаются в одной точке р—4 на оси проекций. 
Если обе упомянутые плоскости пересекаются между собой, то без вомнения 
точка р—9 представит собою одну из точек, лежащих на линии их пересечения. 
Для того, чтобы построить еще какую-нибудь точку, находящуюся на линии 
пересечения данных плоскостей, пересечем их вспомогательною плоскостью 
В'—В', параллельной горизонтальной плоскости проекций. Вспомогательная 
плоскость В'—В' пересечет плоскости Р'рР и ('90 по их горизонталям, верти- 
кальными` следами которых будут точки Ш), и Д., а точка #—а' пересечения 
упомянутых горизонталей и представит собою искомую вторую точку линии 
пересечения данных плоскостей. Поэтому, соединяя точку р—4 с точками хит’, 
мы получим проекции 794—2 и 14—' линии пересечения рассматриваемых 
плоскостей. ь 

На эпюре (фиг. 224) мы имеем подобные-же плоскости РрР и @'94, следы 
которых тоже пересекаются на оси проекций в одной общей точке )—9, но 
в данном случае, веледствие несколько измененного расположения одной плос- 
кости по отношению к другой несмотря на то, что обе они взяты в Т углу 
пространства, линия их пересечения, построенная по тому же способу, полу- 
чается во Ш углу. й 

Пусть (фиг. 225) нам даны две подобные-же плоскости РуР и 9'90, 
следы которых пересекаются на оси проекций в общей точке р—9, при чем 
направление вертикального. следа (@'4 второй плоскости совпадает с направяе- 
нием горизонтального следа Рр первой. Такие две плоскости, как видно, пере- 
секаются тоже во Ш углу пространства, при чем проекциями линии `их пере- 
сечения будут служить отрезки 5—9 и 5—7. При продолжении своем за ось 
проекций линия пересечения плоскостей пройдет в ТУ угол пространства. 

На эпюре (фиг. 226) указан случай пересечения подобных-же плоскостей 
РрР и ('40 в тою только разницей, что здесь совпадают между собою напра- 
вления обоих разноименных следов данных плоскостей. Результат полу- 
чается почти тот-же, за исключением того обстоятельства, что в данном случае 
линия пересечения означенных плоскостей, образовавшиеь во И углу про- 
странства, равнонаклонена к обеим плоскостям проекций. Об этом последнем 
обстоятельстве легко можно судить по слиянию обеих ее проекций 2—9 
и '— ра в одну линию т’-—р4. 

На эпюре (фиг. 227) приведен случай пересечения подобных же плоскостей, 
отличающийся от предыдущего тем, что здесь следы каждой из плоскостей Р’уР 
и 0'40 предетавляют собою один продолжение другого. Так как одна из точек 
линии пересечения, а именно: точка р, нам заранее известна, то для нахо- 
ждения какой-либо второй ее точки, достаточно обе рассматриваемые плоскости 
рассечь вспомогательной плоскостью А’ — В", параллельной горизонтальной плоскости 
проекций. Последняя плоскость пересечет обе первые—по их горизонталям, 
точка х—2' пересечения которых и явится искомой второй точкой, находящейся 
на линии пересечения рассматриваемых плоскостей. Из расположения проекций 
24—х и р4—%' линии пересечения их видно, что плоскости пересекаются 
в Г углу пространства, что линия пересечения равнонаклонена к обеим плос- 
костям проекций [(294—2) == (р94—')] и, что она лежит в профильной плоскости. 

На эпюре (фиг. 228) имеются подобные же плоскости РрР и (0 '90, 
у каждой из которых один след представляет собою продолжение другого, но 
разновидность их взаимного пересечения заключается в том, что в данном 
случае в пределах 1-го угла пространства пересекаются только их вертикальные 
следы Рр и (9 в точке 0. Горизонтальные следы Рр и (4 пересекутся 
между собою только по продолжении их за ось проекций и пересекутся, оче- 
видно, в той-же точке П), которая в силу того обстоятельства, что она явится 
также и горизонтальным следом линии пересечения данных плоскостей, должна 
будет получить и второе наименование—(. Таким образом, мы видим, что оба 
следа С и Г) линии пересечения находятся выше оси проекций, а это свиде- 
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гельствует о том, что плоскости РР и 490 пересекаются в пределах П-го 
угла пространетва, а факт совпадения обоих следов линии пересечения в одной 
точке С—1) двойного наимннования и слияние в одно целое отрезков СА и Пс’, 
представляющих собою проекции линии пересечения данных плоскостей, дает 
право кроме того утверждать, что линия пересечения этих плоскостей, образо- 
вавшись во П-ом углу пространства, лежит в нем на профильной плоскости 
и равнонаклонена в обеим плоскостям проекций. 

С совершенно подобным же случаем взаимного пересечения такого рода 
плоскостей мы встречаемся на эпюре (фиг. 229), с тою только разницей, что 
здесь плоскости Р'рР и (’90 пересекаются: в [\У-ом углу пространства. Свойства 
линии пересечения обоих плоскостей остаются те же. 

Примеры взаимного пересечения плоскостей, показанные на эпюрах 
(фиг. 230 и 231), не представляют собою чего-либо 0е0бо оригинального и отли- 
чаются, разве только характерной структурой плоскостей РР и 040, при 
которой разноименные следы их попарно параллельны один 
другому. Попутно можно отметить, что линии пересечения подобных плоско- 
стей тоже будут равнонаклонены к обеим плоскостям проекций. В первом 
случае (фиг. 230) плоскости Р'рР и (90, будучи взяты в [-ом углу простран- 
ства, в нем-же и пересекаются, а во Ш.ом (фиг. 281) подобные-же плоскости 
РуР и ©'40, заданные тоже в [-ом углу пространства, но иначе расположенные, 
пересекаютея в пределах Ш-го угла. 

Эпюры (фиг. 282 и 233) представляют собою пересечение осевой плоскости 
заданной точкою 2—2 с плоскостью общего положения Р'’Р. В таком случае, 
нам опять заранее будет известна одна из точек линии пересечения данных 
плоскостей, а именно, точка р пересечения следов плоскости общего положения 
РР. Для того-же, чтобы найти вторую точку, принадлежащую искомой линии 
пересечения данных плоскостей, проведем через точку х—’ вспомогательную 
плоскость 5—5’, параллельную горизонтальной плоскости проекций. Вспомога- 
тельная плоскость 5”—6” рассечет обе рассматриваемые плоскости по их гори- 
зонталям, при чем проекции горизонтали осевой плоскости, проходя через 
проекции 2 и 2’ точки Х, будут параллельны оси проекций. Точка а—а’ пере- 
сечения упомянутых горизонталей и будет искомой второй точкой, лежащей на 
линии пересечения данных плоскостей. Соединяя точку р с точками а иа, 
в виде отрезков ра и ра, мы и получим обе ее проекции. 

Построение линии пересечения осевой плоскости, проходящей ‘ через точку 
т—т и плоскости [((’—0')—(@—0)], параллельной оси проекций, указанное 
на фиг. 234 и 235, в значительной мере упрощается тем обстоятельством, 
что как сама линия пересечения этих плоскостей, так и обе ее проекции 
‚ должны быть параллельны оси проекций. На этом основании достаточно найти, 
хотя-бы, одну точку, лежащую на линйи пересечения означенных плоскостей, 
чтобы, проведя через проекции ее линии, параллельные оси проекций, получить 
проекции искомой линии пересечения. Для этой цели, на фиг. 284 через точку 
т— т’ проведена вспомогательная горизонтально - проектирующая плоскость 
Р’РР, а на фиг. 235 та же точка ж— заключена в профильную плоскость 
Е’тВ. Горизонтально-проектирующая плоскость Р’рР рассекает осевую плоскость 
по линии 71—17’, а плоскость [((/—0’)—(@—0)], параллельную оси проекций, — 
по линии 04—с’)), точка пересечения которых 2—2”, и представит собою искомую 
точку линии пересечения данных плоскостей. Проводя через точки х и 4’ 
(фиг. 234) линии, параллельные оси проекций, мы получим проекции линии их 
пересечения. Профильная плоскость №№ тоже пересекает обе рассматриваемые 
плоскости (фиг. 235), при чем по совмещении вспомогательной плоскости на 
вертикальную плоскость проекций обнаруживаются линии ШО, и Мь пересе- 
чения ее с обеими данными плоскостями, которые, как видно, в свою очередь, 
пересекаются в точке Х, которая и будет искомой точкой, лежащей на линии 
пересечения упомянутых плоскостей. Повернув плоскость В’^ЁЕ в обратном 
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направлении, на угол в 90°, т.е. приведя ее опять в состояние профильности, 
мы находим точки хи 2’ — проекции точки Х, а проведя затем через них 
линии, параллельные оси проекций, получим и проекции линии пересечения 
данных плоскостей. 

Взаимное пересечение осевой плоскости, проходящей через точку 7—7 , 
е плоскостью РР’, параллельной горизонтальной плоскости проекций, пока- 
зано на эпюре (фиг. 236). Здесь мы вотречаемся со случаем, аналогичным пред- 
идущему—так как линия пересечения означенных плоскостей тоже параллельна, 
оси проекций. Проводя через точку т— м профильную плоскость ВВ и 00- 
вмешая сию последнюю на вертикальную плоскость проекций, мы находим линию 
пересечения профильной и осевой плоскости в виде отрезка Мт и линию пере- 
сечения профильной плоскости © плоскостью Р—Р’—в виде прямой я—Р’, 
совпадающей с вертикальным следом плоскости Р’—Р”. Точка Х пересечения 
сих последних будет точкой, лежащей на линии пересечения заданных пло- 
скостей. Вернув вспомогательную плоскость ВВ в ее первоначальное положение 
и найдя, таким образом, проекции 2 и х’ точки Х, проведем через них линии, 
параллельные оси проекций, которые и представят собою проекции линии 
пересечения данных плоскостей 

В заключение, рассмотрим еще один случай ‘взаимного пересечения пло- 
скостей общего положения Р’рР и (94, при котором одноименные следы их 
в пределах чертежа не пересекаются. Случай этот (фиг. 237), не представляя 
собою чего-либо оригинального, все-таки требует применения в дело некоторого 
вспомогательного построения. Для того, чтобы найти две произвольных точки, 
лежащих на линии пересечения данных плоскостей, рассечем их сперва пло- 
скостью В’— В’, параллельной горизонтальной плоскости проекций, а затем — 
плоскостью 8—5, параллельной вертикальной плоскости проекций. Первая из 
этих вспомогательных плоскостей пересечет данные плоскости по их горизон- 
талям, которые, в свою очередь, пересекутся между собою в точке а“, 
а вторая—по вертикалям, пересекающимся в точке Ь #0’. Обе упомянутые точки 
аа и 5—6' будут лежать на линии пересечения рассматриваемых плоскостей 
РуР и (090. Соединяя между собою попарно точки а с 5 ия с6, мы 
получим проекции линии пересечения заданных плоскостей. На эпюре (фиг. 238) 
показан упрощенный способ решения той же задачи. В стороне от основной 
энюры, в уменьшенном масштабе, строится дополнительная эпюра, на которой 
обе упомянутые плоскости настолько сдвигаются одна с другою, что одноименные 
следы их пересекутся в пределах чертежа,. благодаря чему линия их пересе- 
чения может быть построена без каких-либо затруднений. После этого, на 
основной эпюре, плоскости РрР и @'9@, как и в первом случае, рассекают 
вспомогательной плоскостью А’—Ю, параллельной горизонтальной плоскости 
проекций. Через полученную таким образом точку а—@а пересечения гори- 
зонталей рассматриваемых плоскостей, в качестве проекций линии пересечения 
самих плоскостей, проводят отрезки 7 и ‚5, параллельные проекциям линии 
пересечения подобных плоскостей на вспомогательной эпюре. 

После того, как нами были так подробно рассмотрены всякого рода 
построения в связи со взаимным пересечением плоскостей, следующим оче- 
редным вопросом, ведущим нас к разрешению задач чисто прикладного харак- 
тера, будет вопрос о взаимном пересечении различного вида плоскостей с произ- 
вольно в пространстве заданными прямыми линиями. С целью придать этому 
вопросу некоторую систематичность, разделим его на две части, а именно: 
сперва выясним каким образом находятся точки пересечения любою плоскостью 
прямых линий, перпендикулярных к плоскостям проекций, а затем, уста- 
новим способы построения точек пересечения всякого рода плоскостями прямых 
линий, наклонных к обеим плоскостям проекций. 

Такое деление предстоящего вопроса на две части обусловливается тем 
соображением, что линии, перпендикулярные к плоскостям проекций, мы можем 
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рассматривать, как точное подобие ребер или образующих прямых геометри- 
ческих тел, поставленных их основанием на ту или другую из плоскостей про- 
екций. Во всякой же наклонной, по отношению к плоскостям проекций прямой, 
мы ‘узнаем ребро или образующую, произвольным образом заданных пирамид 
и конуса, или наклонных призмы и цилиндра, и, следовательно, таким путем 
будем подготовлены к решению задач на построение сечения всякого рода геоме- 
трических тел любого вида плоскостями. 

С явлением пересечения прямых линий плоскостями мы, до некоторой 
степени, уже знакомы, так как своевременно, выше, уже рассмотрели сущность 
вопроса и вывели правила нахождения следов прямых, произвольным образом 
заданных в пространстве. В отличие от следов прямой, точку пересечения ее 
не с плоскостью проекций, а. с какою-либо вообще плоскостью, принято называть 
„точкою встречи“ данной прямой с означенной плоскостью. Шонятно, что 
всякая прямая может иметь только одну точку встречи с плоскостью, а с тою 
плоскостью, с которой она параллельна, прямая не ре и, следовательно, 
не может иметь точки встречи с таковой. 

Положим (фиг. 239), что нам даны две линии а6—@6' и 4—1, перпен- 
дикулярные к горизонтальной плоскости проекций, и требуется построить проекции 
точек лересечения их плоскостью общего положения Р’рР. Ради большего сход- 
ства обеих ‘упомянутых линий с ребрами прямой призмы или образующими 
такого же цилиндра, поставленных их основанием на горизонтальную плоскость 
проекций, расположим и 0бе упомянутые прямые таким образом, чтобы они 
своими точками 4а—а' и #—й' тоже касались горизонтальной плоскости проекций. 
В какой бы точке прямая 40—а'' ни была рассечена плоскостью Р’»Р, гори- 
зонтальная проекция х точки встречи ее с упомянутой плоскостью будет нам 
заранее известна—она совпадет с горизонтальной проекцией аб данной прямой. 
Это поясняется исключительно тем обстоятельством, что сама прямая аб—а'0! 
пернендикулярна к горизонтальной плоскости проекций, благодаря чему гори- 
зонтальная проекция всей прямой обращается в одну точку аб двойного наиме- 
нования, а, следовательно, и горизонтальная проекция любой точки, взятой на 
этой прямой, а в том числе и горизонтальная проекция 4 точки встречи ее 
с плоскостью Р'рР, тоже совпадут с горизонтальной проекцией аб всей прямой. 
Выяснив это обстоятельство, проведем, мысленно, через неизвестную нам точку 
пересечения прямой а0—@% секущею плоскостью Р’рР горизонталь данной 
плоскости. Мы знаем уже и в свое время усиленно- подчеркнули тот факт, что 
если сама горизонталь проходит через какую-либо точку, то проекции этой 
горизонтали непременно должны проходить через одноименные проекции означен- 
ной точки. В нашем случае, проведение горизонтали 'плоскости Р’рР через 
искомую точку встречи с прямою аб -а’0', графически на эпюре, мы выразим 
тем, что через горизонтальную проекцию х означенной точки проведем горизон- 
тальную проекцию упомянутой горизонтали, параллельно горизонтальному следу 
Гр плоскости. Вертикальная проекция данной горизонтали должна будет пройти 
через вертикальную проекцию точки встречи прямой аб —а’6' © плоскостью 
Р'ррР, а так как кроме того эта искомая вертикальная проекция точки встречи 
прямой с плоскостью должна лежать одновременно и на вертикальной проекции 
а'—0' самой прямой, то очевидно, что она будет в одно и то же время нахо- 
диться на двух прямых, т.-е. в точке пересечения таковых. На основании всего 
изложенного, найдя вертикальный след Г) упомянутой горизонтали и построив 
ее вертикальную проекцию, мы в точке пересечения сей последней с вертикаль- 
ной проекцией а'б' данной прямой и получим точку 2, в качестве вертикальной 
проекции точки пересечения’ прямой 0 — а'6' плоскостью общего положения 
РР. Если теперь, пользуясь тем же способом, мы пожелаем найти проекции 
пересечения второй прямой #/—Л№И тою же плоскостью общего положения РР, 
то легко могли бы убедиться, что прямая 1 -№Т плоскостью Р'Р в пределах 
первого угла пространства не пересекается, что видно из того обстоятельства, 
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что горизонтальная проекция горизонтали секущей плоскости РР, проведенная 
через горизонтальную проекцию 9 предполагаемой точки их встречи, образует 
на эпюре вертикальный след /), и дает вертикальную проекцию означенной 


горизонтали ниже оси проекций, т.-е. в пределах ТУ угла пространства, в кото- 
ром данные прямая #1—Ё'Т и плоскость РрР и пересекутся в точке у— у’, 
будучи в него продолжены. На это обстоятельство необходимо обратить особое 
внимание, так как с ним мы еще встретимся и этим явлением будем пользо- 
ваться при решении задач на пересечение прямых геометрических тел различного 
вида плоскостями. Ради большей наглядности, сечение обоих прямых АВ и КГ, 
плоскостью Р'рР представлено еще (фиг. 240) и в пространственном изобра- 
жении. 

Сечение прямой а6—@/6', перпендикулярной к горизонтальной плоскости 
проекций, вертикально-проектирующей плоскостью РР настолько просто, что. 
не требует каких-либо вспомогательных построений. Действительно, из эпюры 
(фиг. 241) можно видеть, что проекции точки пересечения прямой 46—а'0', 
перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, вертикально-проектирую- 
щей плоскостью Р!'рР—нет надобности строить-—они сразу получаются сами 
собою в виде точек хи 2". Первая из них х, вполне понятным образом, сов- 
падает с горизонтальной проекцией аб самой прямой, а вторая—х’, как верти- 
кальная проекция точки Х, получившейся именно на вертикально-проектирующей 
плоскости, должна лежать на вертикальном следу Р!р таковой и в то же время 
и на вертикальной проекции @’б’ данной прямой; т.-е.. следовательно, в точке 
пересечения х’ обеих упомянутых линий. 

Горизонтально- проектирующие плоскости, плоскости, параллельные верти- 
кальной плоскости проекций, и профильные-—прямые, перпендикулярные к гори- 
зонтальной плоскости проекций, пересекать не могут, а в крайнем случае, через 
таковые только проходят, или их всецело в себе заключают. 

Сечение прямой 420—@!", перпендикулярной к горизонтальной плоскости 
проекций, плоскостью (’—(", параллельной сей последней (фиг. 242), тоже чрез- 
вычайно просто. Проекции 5 и 2’ точки пересечения их получаются тоже сами 
собою, при чем в таком случае горизонтальная проекция ее х совпадает с горизонталь- 
‘ной проекцией аб самой прямой, а вертикальная —хж' образуется в точке пере- 
сечения вертикального следа @'—(@'’ плоскости с вертикальной проекцией «—®, 
данной прямой. 

Если (фиг. 243) необходимо построить проекции точки ветречи прямой 
а6—а’6’, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, с плоскостью 
[(Р^—Р’”)- (Р-Р), параллельной оси проекций, то прибегают к другому способу 
решения задачи, заключающемуся в том, что через прямую ар—а/6’ проводят 
какую-либо вспомогательную плоскость, которая пересекалась бы е данной илос- 
костью [(Р”/—Р”)—(РЬ—Р)]. Проведем через прямую @а6—а'6” в настоящем случае 
профильную плоскость Л”А, которая пересечетвя с данной плоскостью 
[(Р’—Р”)-=(Р-Р)] по линий, следами которой будут точки С и Ш. При таком 
условии, прямая 26—46’ и линия пересечения обеих плоскостей будут находиться 
в одной, общей для них, плоскости А”А и, если они в таковой между собою 
пересекутся, то. полученная таким, несколько обходным, путем точка их пересе- 
чения и представит собою искомую точку пересечения прямой а6—а’6’ с данной 
плоскостью |[(Р’/—Р”)—(Р—Р)], потому что линия цересечения обеих рассматри- 
ваемых плоскостей, в качестве таковой, лежит в сей последней. Совмеетив 
профильную плоскость А”А на горизонтальную плоскость проекций, мы видим, 
что линия пересечения (7), упомянутых плоскостей и прямая А. пересекаются 
между собой в точке Х. Приведя затем профильную плоскость обратно в ее 
первоначальное положение, мы находим 0бе проекции точки встречи прямой 
а6—а’6’ с плоскостью [(Р’/Р)—Р—Р)], из которых, как и следовало ожидать, 
торизонтальная совпадет с точкой а6, а вертикальная ад’-лежит на вертикаль- 
ной проекции а’5” прямой. Если бы вместо секущей плоскости [(Р'—Р”)—(Р—Р}] 
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была. дана другая, подобная же плоскость (9—9)—(9—09)], тоже парал- 
лельная оси проекций, но с несколько иным (фиг. 244) наклоном ее отно- 
сительно плоскостей проекций, то, проделав то же самое построение, мы 
убедились бы, что прямая а6—а’6” и плоскоеть [(9'’—0)—(9—0)] церевекутся 
не иначе, как только будучи проложены в пределы [У угла пространства, о чем 
и можно будет судить по расположению на эпюре обеих проекций у и у’ точки 
их пересечения у—ниже оси проекций, из которых первая опять совпадет с точ- 
кой 46, а вторая—расположится на вертикальной проекции а’Ъ’ данной прямой. 
Для большей наглядности, оба построения приведены (фиг. 245) и в пространетвен- 
ном изображении. 

Аналогичная задача решена (фиг. 246 и 247) и по отношению в прямой 
а6—а’6', перпендикулярной к вертикальной ‘плоскости проекций, рассекаемой 


плоскостями [(Р^—Р”)—(Р—Р)] и [(М—М—(МЬ—М)|], тоже параллельными 


оси проекций, но различно наклоненными к обоим плоскостям проекций. 

С одинаковым успехом и даже, пожалуй, с еще большей простотой та же 
задача разрешается (фиг. 248) путем применения в качестве вспомогательной— 
не профильной, а горизонтально-проектирующей плоскости (@’0(. В таком случае, 
0бе проекции х и 4’ точки Х встречи прямой а6—а'Б' в плоскостью [Р’—Р)-- 
(РР)], параллельной оси проекций, получаются сами собой. Совмещение вспомо- 
тательной плоскости на горизонтальную плоскость проекций здесь применено 
только с целью проверки правильности всего построения. При измененном (фиг. 249) 
по отношению к прямой а0—@/6’ положении подобной же секущей плоскости 
[(Е—Ю)—(В—В)|, совмещение горизонтально-проектирующей вспомогательной 
плоскости 555 на горизонтальную плоскость проекций становится необходимым для 
нахождения точки у встречи, продолжаемых в Г\’ угол пространства, данных 
прямой и плоскости. Проекции у и у’ упомянутой точки пересечения их 9/ нахо- 
дятся путем приведения вспомогательной плоскости 6’з5 в ее первоначальное 
положение, при чем первая из них—у— опять совпадает с точкой аб, а вто- 
рая—у’—получится на вертикальной проекции а’ё’° прямой ниже оси проекций. 
Тот же прием в применении к прямой а6—а’6’, перпендикулярной в вертикаль- 
ной плоскости проекций, показан на эпюре (фиг. 250). 

Точка встречи прямой 96— №’, перпендикулярной к горизонтальной плос- 
кости проекций, с осевою плоскостью, проходящей через точку тя, находится 
способом, указанным на эпюре (фиг. 251). Через точку и%—т проводят произ- 
вольную горизонтально-проектирующую плоскость (’0(@, которая рассечет дан- 
ную осевую—по линии 74—70. После этого, через прямую 46—а’6’ тоже про- 
водят горизонтально-проектирующую плоскость А’^Ё, параллельную первой—(’90 
и, таЕ как две параллельные плоскости рассекаются третьей по линиям, между 
собою параллельным, то линия пересечения последней горизонтально-проекти- 
рующей плоскости А’. с осевою должна будет быть параллельна линии 79—74. 
Проведя через точку х отрезок 7”, параллельно отрезку 9%’, мы в виде отрез- 
ков т и 77, последний из которых располагается на горизонтальном следу 
плоскости А’^В, будем иметь проекции линии пересечения сей последней с осе- 
вою плоскостью. Теперь же, учитывая то обстоятельство, что линия ‘аё—а/6' 
и прямая и”—7””, искуственным образом построенная нами, и в осевой и во 
вспомогательной горизонтально-проектирующей Г’-Е плоскостях одновременно 
находятся в одной и той же последней плоскости В”В, мы сразу видим, что 
осевая плоскость пересекает прямую 496—а’б’ в точке х—’. Все описанное 
построение поясняется добавочным пространственным изображением на фиг. 252. 

Теперь, в том же последовательном порядке, как это имело место по 
отношению к прямым линиям, перпендикулярным к горизонтальной плоскости 
проекций, рассмотрим ряд примеров нахождения точек встречи прямых. линий, 
произвольным образом заданных в пространстве, со всякого рода плоскостями. 

Положим (фиг. 253), что нам дана произвольная наклонная линия аб—а’6” 
и требуется построить проекции точки встречи ее с плоскостью общего поло- 
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жения Р’Р. Проводим через прямую 46—46’ вертикально-проектирующую 
плоскость 0’9О, строим проекции С4 и с линии пересечения сей последней 
с плоскостью Р’Р и видим, что горизонтальная проекция СЯ линии пересечения 
пересекает горизонтальную проекцию аб данной прямой в точке 2. Соответетвую- 
щая ей вертикальная проекция а’ будет лежать на вертикальной проекции а/6' 
упомянутой линии, в точке пересечения ее с перпендикуляром к оси проекций, 
опущенным на нее из точки 7. Точки 2 и л’ и будут проекциями точки встречи 
данной прямой 46—а’6’ с плоскостью РИ 

На эпюре (фиг. 254) показано другое расположение прямой 926—а’6’ по 
отношению к секущей плоскости Р’рР, при чем дважды примененный один и тот 
же прием, путем проведения через данную прямую 46—а/6’ вертикально и гори- 
зонтально-проектирующих плоскостей А” и (99, подтверждает один и тот же 
результат, что данная прямая а6—а’6’ с плоскостью Р’рР не встречается, но 
могла бы ее пересечь в точке г—.2’, будучи продолжена за точку 6—6. 

Ради полноты сходотва произвольных прямых аз—а 8’ и 65—6'' с тем 
положением, которое занимают ребра пирамиды, прямые эти на эпюре (фиг. 255) 
взяты пересекающимися в точке 5—2” и, точками своими а-а и 6—%,, сопри- 
касающимися с горизонтальной плоскостью проекций. Решая задачу только что 
‚ описанным способом, т.-е. проводя через первую из означенных прямых 8—5’ 
вертикально-проектирующую плоскость 0'40, а через вторую Ьз—6!’5'’— такую же 
плоскость Ю’”Б, мы легко убеждаемся, что первая прямая встречается с плоскостью 
РуР в точке 2—4” и, что вторая из них, Т.-е. линия рз—В'5”) сею последней 
в пределах | угла пространства не пересекается. Будучи продолжены В ТУ 
угол пространства, прямая 6$—6'3’ и плоскость Р'’рР пересекутся в нем в точке 
у—9', о чем мы получаем возможность судить, проведя через упомянутую пря- 
мую 63—6'з' вторую вспомогательную, горизонтально-проектирующую плоскость 
ТЕГ, построив проекции линии пересечения сей последней с плоскостью Р’РР 
и продолжив вертикальную проекдию Л.зз’ таковой до пересечения с продолжен- 
ной же вертикальной проекцией Ь’з’ означенной линии в точке у”. Горизонталь- 
ная проекция у, ей соответствующая, лежит на горизонтальной проекции $6 той 
же прямой и на одном перпендикуляре к оси проекций. 

Сечение, произвольным образом заданных прямых, плоскостями горизонтально 
и вертикально-проектирующими, параллельными какой-либо из плоскостей про- 
екции, или профильными не представляет собою никаких затруднений. Проекции 
точек встречи прямых упомянутыми плоскостями получаются сами собою, но при 
этом в каждом отдельном случае возможна весьма несложная поверка, что 
и показано на эпюрах (фиг. 256, 257, 258, 259 и 260). Поверка заключается 
в том, что через данную линию проводят какую-либо вопомогательную плоскость, 
(на фиг. 256— горизонтально-проектирующую плоскость (’а@), путем совмещения 
ее на любую из плоскостей проекций, находят линию пересечения ее с данной секу- 
щею (на эпюре фиг. 249—7,С), и определяют точку пересечения этой линии 
с самою заданной прямой, которая в\ таком случае тоже оказывается совмещен 
ной на ту же плоскость ‘проекций (на фиг. 256—Г.С пересекается с АВ 


в точке Х) и затем, приведя вспомогательную плоскость в 96 первоначальное 
положение, получают и проекции точек встречи заданных прямой и плоскости, 
которые должны совпадать с раннее найденным их положением. Здесь следует, 
однако, заметить, что все перечисленные выше построения настолько проеты, 
.‚ что почти исключают возможность какой-либо при них ошибки, так что упо- 
мянутую поверку можно рассматривать как прием, употребленный для более глу- 
бокого уяснения теоретической стороны данного вопроса. 

На эпюрах (фиг. 261 и 262) показано пересечение произвольно взятых 
прямых 46—4/6’ и тии’ с плоскостью [(Р’—Р')-(Р--Р)|, параллельной оси 
проекций. Проекции точки встречи упомянутых прямых с плоскостью [(Р--Р)— 
(Р—Р)| в обоих случаях найдены путем проведения через прямые аа’ ити—ти 
вспомогательной горизонтально-проектирующей плоскости 0’а0. По совмещении 
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сей последней на горизонтальную плоскость проекций, мы находим, в первом 
случае, точку пересечения Х линии АБ с линией П.С пересечения обеих 


плоскостей, а во втором— точку 9, в точке пересечения продолженных линий ММ№ 
и СО,. Приводя вспомогательную плоскость (’9(4 обратно в ее первоначальное 
состояние, мы получаем х—’ и у’ проекции точек встречи данных прямых 
с упомянутою плоскостью. 


Если (фиг. 268) требуется построить проекции точки вотречи произвольной 
прямой 4р—а’6’ с осевой плоскостью, заданной точкой 3—5, то поступают 
таким образом. Через прямую 46— 4/6’ проводят произвольную горизонтально- 
проектирующую плоскость (’9 и находят проекний линии пересечения ее 
с осевою плоскостью. Нам заранее известна одна точка означенной линии, 
а именно, точка 0 на оси проекций, и в дальнейшем достаточно будет только 
определить направление проекций упомянутой линии. Лля этого через точку 
3—5’ проводят вторую вспомогательную плоскость А’”А, параллельную первой— 
(’00..Вторая плоскость тоже рассечет осевую и построение проекций линии 
пересечения их нам уже известно. Горизонтальная проекпия линии пересечения 
совпадет с горизонтальным следом ”В плоскости А’^В, а вертикальная получится 
путем соединения точки 7 с точкою 5'. Так как первая вспомогательная цлос- 
кость @'90, проведенная через прямую а&6—@/’, параллельна второй, то очевидно, 
что обе они пересекают осевую плоскость по линиям, параллельным между 
собою, а отсюда понятен с1п0с0б построения проекций линии пересечения 
плоскости ()’9@ с осевою. Проволя через точку 9 на оси проекций отрезок 47”, 
параллельно отрезку хуй’, мы получим вертикальную проекцию линии пересечения 
плоскости (’9@ с осевою—горизонтальная ее проекция, как известно, будет 
лежать на горизонтальном следу 9 вспомогательной плоскости. Получающаяся, 
в результате описанного построения, точка 2—2’ и представит с0б0ю искомую 
точку встречи прямой 422—@’6’ с осевой плоскостью, заданной точкой 5—3’. Юсли 
бы по выполнении подобного построения оказалось, что вертикальная проекция 
линии пересечения упомянутых плоскостей пересекает вертикальную проекцию 
прямой, то это служило бы доказательством того обстоятельства, что линия 
46—46’ параллельна данной осевой плоскости. Исли же оба упомянутых отрезка, 
как это имеет место на эпюре (фиг. 264), пересекутся между собою в точке у—у/’, 
на продолжении их за ось проекций, то это будет обозначать, что линия а6— а’6' 
пересекает осевую плоскость не в Гав Ш углу пространства. 

На эпюрах (фиг. 265, 266, 267, 2683, 269, 270, 211, 212 и 273) показано 
нахождение точки встречи прямой, лежащей в профильной плоскости, со всякого 
рода плоскостями вообще. Сущность употребляемого в таких случаях приема 
заключается в том, что данную прямую, вместе с профильной плоскостью, 
а, следовательно, и вместе с образовавшейся линией пересечения сей последней 
с данной секущей плоскостью, совмещают на какую-либо из плоскостей проекций, 
что и ведет к непосредственному решению задачи. Путем приведения профиль- 
ной плоскости в ее первоначальное состояние, определяют положение проекций 
найденной таким образом упомянутой точки встречи прямой и плоскости. Все 
построение в таком случае выполняется так просто, что не требует особых 
пояснений. На эпюре (фиг. 265) точкой вотречи прямой 46—а’6’ с плоскостью 
общего положения Р”рР будет служить точка Х, а ее проекциями— точки хи #. 
Из эпюры (фиг. 267) видно, что прямая 26—а’6’ плоскость общего положения 
Р’рР не пересекает и встретится с нею в точке У—(у—9’), будучи, для этой 
цели, соответственным образом продолжена. На эпюрах (фиг. 267 и 268) необхо- 
димо отметить положения линии пересечения профильной плоскости 5'55 верти- 
кально и горизонтально-проектирующими—-Р”Р и (94. Упомянутая линия, 
в первом случае, изобразится отрезком х,’5, перпендикулярным к оси проекций, 


или параллельным горизонтальному следу р”Р профильной * плоскости РР 
в качестве ее горизонтали, а во втором--отрезком 1/5, параллельным оси про- 
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екций, или вертикальному следу (’49 профильной плоскости в качестве ее 
вертикали. На эпюре (фиг. 269 и 210) мы встречаемся с подобного же рода 
явлениями, где линия пересечения профильных плоскостей 4’9@ с плоскостями 
Р—Р’и Р-Р, параллельными вертикальной и горизонтальной плоскостям 
проекций, представляют собою, в первом случае 2, 5--горизонталь, а во втором— 


вертикаль С.Ю профильной плоскости. Эпюры (фиг. 271 и 272) указывают на 


то обстоятельство, что прямая АВ, аб —а’Б' плоскость [(Р'’—Р')—(Р-Р)], парал- 
лельную оси проекций (фиг. 271), не пересекает, а только касается ее своею точ- 
кой А, а прямая МЛ, ти—т/м подобную плоскость [(Р'’—Р”)—(Р—Р)] пересечет 
в точке Х, 2—', только в [У углу пространства (фиг. 272), если и прямая и плоскость 
в таковой будут продолжены. Для нахождения точки встречи прямой а0— а’, 
лежащей в профильной плоскости Р’рР, с обевою плоскостью, заданной 
(фиг. 273) точкой 5—5, через сию последнюю проведена вепомогательная 
профильная же плоскость (90. В совмещенном на горизонтальную плоскость 
проекций виде линия пересечения вспомогательной и осевой плоскостей изо- 
бразится отрезком 05, а в таком случае линия пересечения рХ профильной 
плоскости РР, в которой находится прямая а6—а’6', с осевою плоскостью 
будет параллельна упомянутому отрезку 05. Проекции 2 и я точки Л встречи 
прямой а6—@’6’ с осевой плоскостью находятся путем приведения профильной 
плоскости Р/’рР в ее первоначальное положение. 

В результате более или менее подробного рассмотрения вопросов о взаим- 
ном пересечении плоскостей ио пересечении прямых с0 всякого рода плоскостями, 
мы получаем возможность решить целый ряд задач на сечение плоских геоме- 
трических фигур той или иной плоскостью. _ Ради простоты, проделаем это 
по отношению к треугольнику. : 

Задача 1-ая. Построить проекции сечения прямоугольного 
треугольника #/т—йГт, лежащего в профильной плоскости 
Р’уР, осевой плоскостью, заданной точкой а 

Проведя (фиг. 274) через точку з—5’ профильную плоскость (9, путем 
совмещения таковой на горизонтальную плоскость проекций, находим линию 
пересечения ее 905 с осевой плоскостью. Совместив затем профильную плоскость 
Р‘’рР треугольника тоже на горизонтальную плоскость проекций, получим линию 
пересечения сей последней с осевою плоскостью, в виде отрезка рМ. Искомая 
линия пересечения треугольника #йи—йТГт’ с осевой плоскостью получается 
сама собой в виде отрезка х—9. Как сам треугольник КМ, так и отрезок 
2— у имеются на горизонтальной плоскости проекций в их натуральную величину. 
Проекции у и 2)’ линии сечения треугольника находятся путем приведения 
профильной плоскости Р’рР в ее первоначальное положение. 


Задача 2-ая. Построить проекции сечения прямоугольного 
треугольника 45#—а’К, поставленного на горизонтальную 
плоскость проекций, перпендикулярно ксей последней, плос- 
костью [(Р—Р”)—(Р-—Р)], параллельной оси проекций. 

Учитывая перпендикулярность треугольника а5А—а’Б’ к горизонтальной 
плоскости проекций, проводим (фиг. 275) через него горизонтально-проектирую- 
щую плоскость ()’9@ и строим проекции линии пересечения ее с плоскостью 
(Р^—=Р)—(Р-—Р)]. Вертикальная проекция сечения треугольника упомянутой плос- 
костью получается в виде отрезка х’—9’, которой соответствует горизонталь- 
ная—л—и. Лействительная величина треутольника АВК и линии его пересечения 
плоскостью [(Р’—Р”)—(Р-Р)] находятся путем совмещения плоскости 0'90 на 
горизонтальную плоскость проекций. 

Задача 3-я. Построить проекции линии сечения неизвест- 
ного вида треугольника 46&—@5'%, лежащего в профильной 
плоскости 0’90, плоскостью [(Р/—Р”)Р-Р)], параллельной 
оси проекций. 
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Совмещая (фиг. 276) профильную плоскость @’4@ на горизонтальную плос- 
кость проекций, мы сразу решаем задачу и кроме того получаем ясное пред- 
ставление как о внешнем виде, так и о размерах самого треугольника, от 
которого секущая плоскость [(Р’—Р”)--(Р—Р)]|, как оказывается, отстригает только 
небольшой треугольный же кусочек АХУ. Проекции 29 и х’у’ линии сечения его 
упомянутой плоскостью находятся путем приведения профильной плоскости 
(’40 в ее первоначальное положение. 

Задача 4-ая и 5-ая. Построить проекции линии пересечения 
треугольников 6#—а’5'®' (фиг. 277) и т—Гт’ (фиг. 218) горизон- 
тально и вертикально-проектирующими плоскостями РуР 
и '90; решаются онинастолько просто, что не требуют каких-либо разъяснений. 

Задача 6-ая. Построить проекции линии пересечения, про- 
извольным образом в пространстве заданного треугольника 
абк—аЪ'№', плоскостью общего положения РР. 

Задача допускает два способа решения, а именно: 

Т способ заключается в том, что линию пересечения треугольника зацанною 
плоскостью находят, как линию пересечения сей последней, с плоскостью самого 
треугольника. Положим (фиг. 279), что нам дан треугольник а2—а/5’й/ и тре- 
буется построить проекции линии пересечения его плоскостью общего положения 
РР. Следов плоскости, в которой находится упомянутый треугольник, как 
видно из чертежа, на эпюре не имеется, но это не должно нас смущать, иотому 
что сторона аб горизонтальной проекции его, как линия, соединяющая горизон- 
тальные следы двух сторон ай—а/й и 6—5’ его, дает направление. горизон- 
тального слела этой плоскости. Таким образом, продолжая линию аб до пересе- 
чения с горизонтальным следом рР плоскости Р’»Р, мы получим, в виде точки С, 
горизонтальный след линии пересечения плоскости Р’рР с плоскостью треуголь- 
ника или, другими словами, одну из точек горизонтальной проекции означенной 
линии пересечения обеих рассматриваемых плоскостей. Для того, чтобы найти 
произвольную вторую ее точку, рассечем обе упомянутые илоскости, т.-е. плос- 
кость Р’рР и плоскость треугольника, плоскостью (’— 0’, параллельной гори- 
зонтальной плоскости проекций. Эта вспомогательная плоскость @'—(” пересечет 
плоскость Р’рР по горизонтали ее, горизонтальной проекцией которой явится 
линия 42, параллельная горизонтальному следу Рр секущей плоскости Р’рР. 
Та- же самая вспомогательная плоскость (’—(' рассечет плоскость треугольника 
тоже по горизонтали сей последней 3—3, которая, в свою очередь, тоже будет 
параллельна горизонтальному следу с— плоскости треугольника. Горизонтальные 
проекции упомянутых горизонталей, т.-е. линии 42 и 2— $, пересекаясь в точке 0, 
дают искомую вторую точку, принадлежащую горизонтальной проекции линии 
пересечения плоскости треугольника с плоскостью Р’рР. Таким образом, соеди- 
няя точки Си О, мы цолучим горизонтальную проекцию линии пересечения 
обеих упомянутых плоскостей и увидим, что она пересекает горизонтальную 
проекцию 46 треугольника по отрезку х—9, а вертикальную 4/Б”’—по соответ- 
ствующей ему прямой 2—1, что и будет окончательным решением задачи. 

П способ решения той же задачи заключается в том, что находят про- 
екции точек встречи сторон ай—а'й! и 5—Ь'® треугольника с плоскостью РР 
и соединяют их между собою прямыми линиями. Для этой цели (фиг. 280) через 
каждую из упомянутых сторон треугольника проводят по вспомогательной верти- 
кально-проектирующей плоскости Л” М и №иМ. Первая из означенных плос- 
костей, пересекая плоскость Р’рР по линии 04. —с”, Г), дает точку встречи #—а7 
стороны ай—а’й треугольника с плоскостью Р’)Р, а вторая, т.-е. плоскость 
№№, пересекая сию последнюю по линии (С,4.—с.’П)., определяет точку у 
встречи ее со стороною 6#—6'й треугольника. В обоих случаях, как можно 
видеть, результат получается один и тот же. 

Здесь полезно будет отметить, что треугольник 46#—а/5’ №’ можно рас- 
сматривать, как отдельную грань, произвольным образом заданной пирамиды, 
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благодаря чему, решив последнюю задачу, мы сумеем теперь построить проекции 
сечения любой пирамиды любою плоскостью. Однако, прежде, нежели перейти 
к рассмотрению вопроса о сечении теометрических тел всякого рода плоско- 
стями вообще, нам еще необходимо ‘детально ознакомиться с некоторыми важ- 
ными свойствами прямых и плоскостей в смысле их взаимного одних по 
отношению к другим расположения. 


ГЛАВА ШУ. 


Понятие о перпендикулярности прямых линий к плоскости. Перпендикулярность 
прямых ко всякого рода плоскостям. Взаимная периендикулярноеть прямых линий. Вза- 
имная перпендикулярность плоскостей Признаки упомянутого относительного располо- 
жения прямых и плоскостей в пространстве. Опускание перпендикуляров из данной точки 
на плоскость и восставление перпендикуляров, в произвольной точке. к той или иной 
плоскости. Шерпендикуляр определенной длины. Построение проекций геометрического 
тела, тем или иным путем поставленного на какую-либо определенным образом заданную 
плоскость. Определение кратчайших расстояний между точками и прямыми линиями 
и точками и прямыми ливиями и плоскостями при различном взаимном расположении 
таковых в пространстве. Задачи. 

Положим (фиг. 281), что прямая АБВ перпендикулярна к плоскости общего 
положения Р’рР. Для того, чтобы построить проекции этой прямой, необходимо 
через нее провести две вспомогательных плоскости: одну горизонтально - про- 
ектирующую 4@’4@, а другую-—вертикально-проектирующую 5’з5. На горизон- 
тальном следу 9@ первой из них будет лежать горизонтальная проекция ав 
данной прямой, а на вертикальном следу 5’; второй из них вертикальная ее 
проекция 4”. Плоскость 09, являяеь плоскостью горизонтально проектирую- 
щей и проходя через прямую АВ, перпендикулярную к плоскости Р’рР, будет 
перпендикулярна к обеим упомянутым плоскостям, т.-е. как в горизонтальной 
плоскости проекций, так и к заданной плоскости общего положения Р’рР, а в таком 
случае она, т.-е. эта плоскость (’9Ф, будет перпендикулярна и в линии пересе- 
чения обоих означенных плоскостей, т.-е. к горизонтальному следу Рр плоско- 
сти Р’рР. В свою очередь, этот горизонтальный след рР плоскости Р’р.Р, будучи 
перпендикулярен к плоскости ©’90, будет перпендикулярен и ко всякой прямой, 
в ней заключающейся и проходящей через его основание 2. Отсюда вытекает 
вывод, что горизонтальный след рР данной плоскости Р’»Р будет перпендику- 
лярен к горизонтальному следу 94 горизонтально-проектирующей плоскости (/'96), 
а так как на сем последнем, как было сказано выше, лежит горизонтальная 
проекция 46 линии АВ, перпендикулярной к плоскости Р’рр. то, стало-быть, 
и эта горизонтальная проекция 26 линии АВ будет тоже перпендикулярна в гори- 
зонтальному следу Рр данной плоскости Р’рР. Повторив полностью рассужде- 
ние, подобное вышеизложенному, по отношению к вертикально-проектирующей 
плоскости ©’35, при помощи которой строится вертикальная проекция &6’ пря- 
мой АБ, мы докажем, что вертикальная проекция а’. прямой АВ, перпендику- 
лярной к плоскости Р’рР, должна быть перпевдикулярна к вертикальному следу 
Р'р таковой. Результатом вышеизложенных рассуждений является признак перпен- 
дикулярности прямой линии к плоскости, который формулируется так: если 
прямая перпендикулярна к плоскости, то ее проекции перпен- 
дикулярны к одноименным следам таковой. 

Учитывая то обстоятельство, что как сами горизонтали, так и горизонталь- 
ные проекции горизонталей любой плоскости параллельны горизонтальному 
следу той плоскости, для которой они служат горизонталями, а вертикали и их 
проекции — параллельны вертикальному следу соответствующей плоскости, 
вышеупомянутую формулировку условия перпендикулярности прямой линии 
к плоскости можно несколько обобщить и предложить ее в таком окончатель- 
ном виде: если прямая перпендикулярна к плоскости, то проекции 
этой прямой перпендикулярны к соответствующим следам плос- 


кости или, иначе, перпендикулярны к одноименным проекциям 
тгоризонталей и вертикалей данной плоскости. 

Условие это, являясь необходимым и достаточным во всех случаях, требует, 
однако, некоторой оговорки и тех или иных несложных вспомогательных прие- 
мов при построении линий, перпендикулярных к осевым плоскостям и к плоско- 
стям, параллельным оси проекций, а также при суждении о перпендикулярности 
прямых к плоскостям обоих упомянутых видов. В таких случаях перпендикуляр 
к такого рода плоскостям будет лежать в профильной плоскости и его проекции 
ничем не будут отличаться от проекций произвольной линии, взятой 
в той же профильной плоскости, так как проекции всех подобных линий всегда 
будут перпендикулярны к соответствующим следам и к одноименным проекциям 
горизонталей и вертикалей упомянутых осевых плоскостей и плоскостей, парал- 
лельных оси проекций. 

Так, например, положим (фиг. 282), что из точки а—а’ требуется опустить 
перпендикуляр на плоскость [(Р”/—Р”) (Р-—Р)]|, параллельную оси проекций. Искомый 
перпендикуляр, как только что было сказано,’ будет лежать в профильной плос- 
кости (4 и, находясь в ней, будет, между прочим, перпендикулярен и‘ к линии 
пересечения сей последней с плоскостью [(Р’—Р), (Р-—Р)]. На этом основании, сов- 
местив. профильную плоскость (’4@ на вертикальную ‚плоскость проекций 
и найдя совмещенное положение точки А, а также и линии ОО, пересечения 
обеих плоскостей, мы из точки А опустим перпендикуляр Ал на линию 00, 
и затем приведем профильную плоскость в ее первоначальное положение. Полу- 
чающиеся при этом на соответетвующих следах профильной плоскости (0’90 
отрезки ал и а’х’ и представят собою проекции перпендикуляра, опущенного 
из точки а—а’ на плоскость [(Р’/—Р), (Р-Р)], параллельную оси проекций. 

Положим, далее (фиг. 283), что из произвольной точки а—@/ надо опустить 
перпендикуляр на осевую плоскость, заданную точкой ^—&’. В таком случае, 
опять-таки, учитывая то обстоятельство, что искомый перпендикуляр должен 
лежать тоже в профильной плоскости и быть при этом перпендикулярным к линии 
пересечения сей последней с данною осевой плоскостью, мы найдем сперва линию 7^ 
пересечения осевой плоскости в профильною плоскостью А/тВ, проведенной через 
точку &—й” (построение понятно), а затем, проведя вторую профильную плос- 
кость 6’'55 через точку а—а/, построим линию $7 пересечения сей последней 
с осевой плоскостью (линия 3.7, очевидно, будет параллельна линии К) и из 
точки А опустим на нее перпендикуляр АВ. Путем приведения профильной 
плоскости 6’35 в ее первоначальное положение мы, как и в предыдущем случае, 
получим проекции а6 и а’б’ перпендикуляра к данной осевой плоскости, опу- 
щенного на нее. из а—4”. 

Решим ту же задачу в обратном порядке. Пусть, теперь (фиг. 284) 
в точке а—а’, произвольным образом взятой на осевой плоскости, заданной 
точкой #— 4’, требуется восставить к ней перпендикуляр. В таком случае, 
опять-таки, заранее зная, что искомый перпендикуляр, располагаясь в профиль- 
ной плоскости, будет перпендикулярен к линии пересечения сей последней 
с осевою плоскостью, мы совместим профильную плоскость 06’55, в которой 
заключена точка © —й@', с вертикальной плоскостью проекций и находим линию ^.7” 
пересечения ее с осевою плоскостью, а затем, задавшись на оси проекций про- 
извольной точкой $, проводим линию 7 параллельно линии 7К. Рассматривая 
линию $7, как линию пересечения профильной плоскости 6’з5 © осевою плос- 
костью, мы восставим к ней перпендикуляр АВ в произвольной, взятой на ней, 
точке А. Приведя профильную плоскость 0’5б в ее первоначальное состояние 
профильности, мы получим на одноименных следах ее отрезки аб и а’5’, кото- 
рые и представят собою проекции перпендикуляра АВ к ланной осевой плоеко- 
сти, восставленного к таковой в произвольной на ней же взятой точке а— а’. 


Пусть (фиг. 285) при опускании перпендикуляра из точки а—а’ на плос-. 


кость общего положения Р’рР требуется еще найти и точку встречи его с тако- 
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вой. Опустив из точек а и а’ перпендикуляры на соответствующие Рр и Рр 
следы плоскости, мы получаем проекции перпендикуляра. Для того же, чтобы 
найти точку встречи его с данной плоскостью, проведем через него вспомота- 
тельную вертикально-проектирующую плоскость (’9@. Построив проекции Са 
и с’) линии пересечения сей последней с плоскостью Р’рР, мы увидим, что 
горизонтальная проекция 40 перпендикуляра пересекает горизонтальную проек- 
цию (4 упомянутой линии пересечения обеих плоскостей в точке 6. Построив 
вертикальную проекцию 6’, сответствующую полученной указанным путем гори- 
зонтальной 0, мы в виде точек 0 и б’и будем иметь проекции точки встречи 
плоскости Р’рР с перпендикуляром, опущенным на нее из точки а—@'. 
Положим далее, что из точки а—@, взятой на плоскости общего положе- 
ния Р’ррР, необходимо (фиг. 286) восотавить к ней перпендикуляр определенной 
длины, заданной отрезком М—М№. Взять на плоскости Р’урР произвольную 
точку а—@ мы можем двумя способами, а именно: или, задавшись следами 
произвольной прямой на одноименных следах плоскости, строим по ним проекции 
упомянутой прямой и на проекциях прямой берем проекции точки, или же, 
построив проекции произвольной горизонтали данной плоскости, на проекциях 
горизонтали берем соответствующие проекции точки. (На фиг. 286 применен 
1-й способ). Когда точка а—@’ на плоскости Р’уР уже взята, то факт восста- 
вления из нее перпендикуляра к данной плоскости выражают тем, что через 
точки д и а’ проводят произвольной длины отрезки ай и а’й’ перпендикулярно 
к соответствующим следам рР и рР’ плоскости. При таком состоянии перпен- 
дикуляра мы не будем иметь права отложить действительную заданную его 
длину ни на одной из его проекций. Для этого надо отрезок ай—а’й’ путем извест- 
ного нам процесса вращения его вокруг оси, перпендикулярной к одной из плос- 
костей проекций, повернуть в положение, параллельное другой из них. 
В таком случае отрезок ай—а’й' на последнюю из плоскостей проекций будет 
проектироваться в свою натуральную длину и мы получим право отложить 
на нем данную длину перпендикуляра 4/—М. На фиг. 286 вращение отрезка ай—а’й” 
произведено вокруг оси вращения, перпендикулярной к горизонтальной плоскости 
проекций и проходящей через точку а—а’. Шо окончании процесса вращения, 
горизонтальная проекция а, отрезка будет параллельна оси проекций, а верти- 
кальная—займет соответствующее ей новое положение 4’, на котором мы от 


точки а’и откладываем заданную длину 4/—ЛМ перпендикуляра в виде отрезка 
а—т/, и которой, в свою очередь, будет соответствовать горизонтальная его 
проекция ат. Но в этом своем состоянии, т.-е. будучи временно приведенным 
в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций, отрезок ай—а/’, 
очевидно, утратил свое свойство перпендикулярности к данной плоскости Р’»Р 
и для того, чтобы таковое снова получить, его необходимо, путем обратного про- 
цесса вращения вокруг той же оси, повернуть в такое положение, при котором 
ваправление его проекций опять станет перпендикулярным к одноименным сле- 
дам плоскости Р’рР, т.-е. чтобы ай было | крРиай— | воР. 
Упомянутому обратному процессу вращения будет соответствовать переме- 
щение точки %, по дуге круга, радиуса ат, в точку т. и точки т.’ по траек- 
тории, параллельной оси проекций—в точку т’. Полученные, таким образом, 
отрезки ат и ат’ и представят собою проекции перпендикуляра определенной 
длины (равной отрезку М—М), восставленного к плоскости общего положе- 
ния Р’рР из произвольной ее точки 4— а’. Только что рассмотренное построение 
заслуживает особенно внимательного к себе отношения, так как оно играет 
весьма важную роль при решении целого ряда других задач, более прикладного 
характера, а именно, при рассмотрении вопроса о построении проекций различ- 
ного рода геометрических тел, при постановке их на любую, произвольным обра- 


зом заданную, плоскость. Подобные построения своевременно будут указаны 
ниже. 
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Решим еще одну аналогичную же, но иначе формулированную задачу, 
а именно, проведем ‘фиг, 287) через произвольную точку #—й” плоскость, перпен- 
дикулярную к данной прямой аб—а’0’. Так как мы знаем, что горизонтальная 
проекция горизонтали всякой плоскости должна быть перпендикулярна к гори- 
зонтальной проекции перпендикуляра к той же плоскости, то, проведя через 
точку @ линию, перпендикулярную к отрезку 46, мы и получим горизонтальную 
проекцию горизонтали искомой плоскости. Построив вертикальный след Л) упо- 
мянутой горизонтали, проведем через него вертикальный след р” заданной 
плоскости перпендикулярно к вертикальной проекции @6б’ прямой, а через 
точку р на оси проекций—линию рР перпендикулярно к горизонтальной про- 
екции аб той же прямой. Полученные, таким путем, линии Р’р и рР и будут 
следами искомой плоскости Р’рР, м вной к отрезку 6—6’, прове- 
денной через точку #—”. 


Та же задача может быть предложена еще и в другом виде, а именно, 
можно допустить (фиг. 288), что через произвольную точку А— требуется про- 
вести плоскость, перпендикулярную к прямой а0— а”, заданной в профильной 
плоскости ('40. Искомая плоскость, очевидно, будет параллельна оси проекций 
и должна будет содержать в себе линию, проходящую через точку А— А” и, в свою 
очередь, тоже параллельную оси проекций. Понятно также, что прямая 20—а/’ 
будет перпендикулярна к линии пересечения профильной плоскости, в которой 
на находится, с искомой плоскостью. На этом основании проведем через 
точку А—Й’ линию, параллельную оси проекций, проекции этой линии изобра- 
зятся в виде отрезков и Г, параллельных оси лроекций, и затем совместим 
профильную плоскость ("00 на любую из плоскостей проекций, положим— 
‘на горизонтальную. В результате упомянутого совмещения мы получим на гори- 
зонтальной плоскости проекций линию АВ и точку Г, встречи с профиль- 
ною плоскостью прямой, параллельной оси проекций и проходящей через 
‘точку А—\. Так как точка /, должна лежать на линии пересечения профиль- 
ной и искомой плоскостей и, так как означенная линия, в свою очередь, должна 
быть перпендикулярна к прямой АБ, то, проведя через точку 1 отрезок О, 


перпендикулярный к прямой АБ, мы в виде него получим самоё линию пересе- 
чения профильной плоскости ()'9( с искомой. Точки Си, служат следами озна- 


чэнной линии пересечения упомянутых плоскостей. Возвратив профильную плос- 
кость в ее первоначальное положение профильности, и проведя через точки С 
и Л) линии Р-Ри Р/’—Р’, параллельные оси проекций, мы и получим в виде 
таковых следы искомой плоскости [(Р’—Р”)—(Р—Р ], перпендикулярной к заданной 
прямой а6—а’6’ и проходящей через точку #— А”. 


Если требуется (фиг. 289) из произвольной точки а—а’ опустить перпен- 
дикуляр на осевую плоскость, заданную точкой #—й’, то поступают следующим 
юбразом. Проводят через точку #— профильную плоскость В/тЁ и опускают 
в ней, из произвольной на ней же взятой точки т", перпендикуляр на осе- 
звую плоскость. Очевидно, что упомянутый перпендикуляр будет перпендикулярен 
и к линии пересечения осевой плоскости с профильной плоскостью В’”Ю. На этом 
основании, совместив профильную плоскость А’^Ю на вертикальную плоскость. 
проекций и построив линию пересечения ее ХА с осевой плоскостью, из совме- 
щенной точки М опускают перпендикуляр МЛ на упомянутую линию 7К. 
Точка М№ будет точкой встречи перпендикуляра с осевой плоскостью. Затем, 
‘через заданную точку а— а’ проводят профильную плоскость (4 и тоже. сов- 
мещают ее на вертикальную плоскость проекций. Линия пересечения профиль- 
ной плоскости (04 с осевою будет параллельна линии УК, поэтому, опуская 
из точки А перпендикуляр АВ на линию 9Х, получают искомый перпендикуляр 
к осевой плоскости, опущенный на нее из точки &—а’ в его совмещенном на. 
вертикальную плоскость проекций виде. Проекции аб и @а'0’ упомянутого перпен- 
дикуляра получатся в результате приведения профильной плоскости @’40 в ее. 
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первоначальное положение. Точка В или 6—6’ будет служить точкой встречи 
означенного перпендикуляра с осевой плоскостью. 

Ознакомившись, путем всего вышеизложенного, с признаками перпендику- 
лярности прямых к плоскостям и с приемами опускания и восставления перпен- 
дикуляров, решим несколько задач на „постановку“ какого-либо геометри- 
ческого тела на произвольную плоскость. 

Пусть, например (фиг. 290), на плоскость общего положения Р’рР надо 
поставить правильную прямую четырехгранную пирамиду, заданную ее основа- 
нием в виде квадрата КТММ и высотою ее 05, которая должна равняться 
двойной длине диагонали основания. Построение начинают с „положения“ осно- 
вания пирамиды на плоскость Р’рР, что выполняется уже известным нам спо- 
вобом. Для этого, данную плоскость Р’уР совмещают на горизонтальную плос- 
кость проекций, вычерчивают на ней, в этом ее положении, основание пирамиды 
в его натуральную величину и приводят плоскоеть Р’)Р в ее первоначальное 
положение, блатодаря чему получают проекции АИ и Ги’ такового. Так как, 
подошва высоты прямой правильной четырехгранной пирамиды совпадает с точ- 
кой О— О’ пересечения диагоналей Ат—/’и’ и т— Г основания, то, для построе- 
ния проекций высоты пирамиды, остается из точки О— О’ восставить к плоско- 
сти РрР перцендикуляр определенной длины. Выполнив это вышеизложенным 
способом, находят проекции Об и О’5’ высоты и затем, соединяя проекции 
Эи ©’ вершины пирамиды с соответствующими проекциями 4, [, т, ® и Г, т, т 
вершин ее основания, получают и обе проекции 8—9 и 5”—& Ги’ пирамиды, 
поставленной ее основанием на плоскость общего положения Р’рР. 

На фиг. 291. показана постановка той же самой пирамиды 5—КЭММ 
на плоскость [(Р/—Р”)— (Р--Р)], параллельную оси проекций. Способ построения 
и в этом случае остается один и тот же. Сперва плоскость [(Р’—Р”)—(Р-—Р}] 
была совмещена на горизонтальную плоскость проекций, затем, в этом ее поло- 
жении, на ней было вычерчено квадратное основание К//.МЛ пирамиды. Носле 
этого плоскость была приведена в ее первоначальное положение, благодаря чему 
были найдены обе проекции Айия и Г т/’и’ основания, а из точки О—О’ пере- 
сечения диагоналей его к плоскости [(Р/—Р”)—(Р—Р\|, указанным выше спо- 
с0бом, был восставлен перпендикуляр Об— О’б’ определенной, заданной длины. 
Подобно тому, как это имело место и в предыдущей задаче, в результате соеди- 
нения проекций Зи б’ вершины пирамиды с одноименными проекциями К, 1, 7%, п, 
и ^,Г,т,и вершин ее основания, были получены проекции 5 — и 
и 9—^Ги’я’ самой пирамиды, поставленной основанием на заданную плоскость, 
[(Р’—Р’”)—(Р-Р)|, параллельную оси проекций. 

Постановка на любую плоскость прямой призмы, параллелепипеда или 
прямых же пирамиды и конуса выполняется тем же путем. При построении 
проекций цилиндра или конуса, строится возможно большее количество проекций 
пх образующих, что не представляет собою каких-либо затруднений. Если тре- 
буется построить проекции наклонных тел, поставленных на ту или иную плос- 
кость, то это выполняется путем предварительного построения высоты означен- 
ных тел, в виде проекций перпендикуляра определенной длины к упомянутой 
плоскости, подошва которого должна быть задана каким-либо особым условием 1). 
Е Попутно полезно отметить то обстоятельство, что в обоих рассмотренных 
случаях (фиг. 290 и 291) проекциями квадратного основания пирамиды являются 
не крадраты же, и даже не прямоугольники, а параллелограмы, что дает повод. 
сделать вывод, что, в зависимости от наклона той плоскости, в которую прямой 
угол будет заключен, проекциями его могут служить как тупые, так и острые 
углы различных размеров. 


1) В виде упражнения, учащимся рекомендуется построить проекции прямой и нак- 
лонной призмы, прямого и наклонного конуса и наклонной пирамиды, поставленных на. 
плоскость общего положения. 


бое 


Взаимная перпендикулярность сторон прямого угла, при построении их 
проекций, сохраняется только в исключительных случаях, а именно, если, будучи 
заключен в ту или иную плоскость, прямой угол расположен в сей последней 
таким образом, что одна из его сторон оказывается параллельной какой-либо 
из плоскостей проекций, то на эту плоскоеть проекций прямой угол проекти- 
руется в его натуральную величину, т.-е. таковым же, как это и показано на, 
эпюре (фиг. 292). Эдесь, после того, как плоскость общего положения была совмещена 
на горизонтальную плоскость проекций, на ней был вычерчен прямой угол таким 
образом, что одна из его сторон [М взята параллельной горизонтальному 
следу рР данной плоскости, чем устанавливалась параллельность . этой стороны 
его к горизонтальной плоскости проекций. По приведении плоскости Р’рР в ее 
первоначальное положение, горизонтальная проекция Из прямого угла сохра- 
нила взаимную перпендикулярность сторон его. 

Если прямой угол КСМ лежит в горизонтально-проектирующей плоскости 
„Р’рР ипри этом (фиг. 293) сторона #1-—АТ его параллельна горизонтальной плос- 
кости проекций, то взаимную перпендикулярность сохраняет вертикальная его 
проекция. 

С аналогичным, но в то же время и диаметрально противоположным, явле- 
нием встречаемся мы при построении проекций прямого угла КГ, М, заключен- 
ного (фиг. 294) в вертикально-проектирующей плоскости Р”рР и расположенного 
в ней так, что одна из его сторон А-— параллельна вертикальной плоскости 
проекций. В таком случае, взаимная перпендикулярность сторон прямого угла 
‚сохраняется на горизонтальной его проекций Ай. | 

Если какие-либо, вообще пересекающиеся между с0б0ю, прямые линии 
лежат в профильной плоскости, то судить о размерах образуемого ими угла 
(фиг. 295) можно только после того, как профильная плоскость будет совмещена 
на какую-либо из плоскостей проекций. 

Если, заключенный в профильную плоскость, прямой угол расположен в ней 
таким образом, что’ одна из его сторон паралхельна какой-либо из плоскостей 
проекций, то другая его сторона по отношению к этой плоскоети проекций 
явится к ней перпендикулярной и будет проектироваться на нее в одну точку 
двойного наименования. Такой случай приведен на эпюре (фиг. 296), где гори- 
зонтальная проекция прямого угла изображена отрезком А—Йп, из чего можно 
судить, что сторона [М прямого угла перпендикулярна к горизонтальной плос- 
кости проекций (проектируется на ‘нее в виде одной точки— 7), а вертикаль- 
ная— представлена прямою /—//Г, что в свою очередь свидетельствует о том, 
что сторона А/ прямого угла перпендикулярна к вертикальной плоскости про- 
екций (проектируется на нее в одну точку— Г). 

Так как все вышеизложенное убеждает нас в том, что прямой угол, будучи 
изображен на эпюре в виде ето проекций, сохраняет перпендикулярность своих 
сторон только в исключительных, детально разобранных случаях, то для построе- 
ния взаимно перпендикулярных прямых приходится прибегать к особого рода 
вспомогательным приемам. 

Рассмотрим несколько подобных построений в отдельности. Положим, напри- 
мер (фиг. 297), что через точку 5—5’ надо провести прямую, перпендикулярную 
к данной линии 26—06’. Для этой цели, сперва через точку. з—5’ проведем 
плоскоеть Р’рР, перпендикулярную к прямой а6—а’6', найдем точку х— встречи 
упомянутых взаимно перпендикулярных прямой и плоскости и, соединив ее 
с точкой 5—5’, получим искомую линию 52—5'х’, проходящую через точку 5—5" 
и перпендикулярную к данной прямой а6—а’0’. Описанное построение выполняют 
следующим путем: для того, чтобы через точку 5—5’ провести плоскость, перпен- 
дикулярную к прямой а0—0/6', через точку з—5’ предварительно проводят гори- 
зонталь означенной плоскости, горизонтальная проекция которой, проходя через 
горизонтальную проекцию $ точки ©, должна быть перпендикулярна к горизон-` 
тальной проекции @б данной прямой. Найдя вертикальный след Л упомянутой 


о. 


горизонтали, проводят через него линию Р’р перпендикулярно к вертикальной 

проекции а'5’ прямой, а через точку р на оси проекций линию ФР параллельно 

горизонтальной проекции горизонтали, или, что то же, перпендикулярно к гори- 

`вонтальной проекции аб данной прямой. Таким образом буд>т построена плос-. 
кость Р’РР, проходящая через точку —5’ и перпендикулярная к прямой аб—а’Ъ'. 

Для того, чтобы найти точку встречи упомянутой плоскости с прямою а0—а/6", 

через эту последнюю проводят вспомогательную горизонтально-проектирующую 

плоскость 0’9@ и строят проекции линии пересечения ее с плоскостью УР 

Вертикальные следы Р’ри (’4 обеих плоскостей, как видно, пересекаются между’ 

собою вне пределов чертежа и поэтому обычным путем построить проекции 

линии пересечения этих плоскостей—нельзя. Но это и не составит для нас 

какого-либо затруднения; мы построим сперва горизонтальную проекцию означен- 

ной линии пересечения таковых, а по сей последней — только нужную нам часть. 

вертикальной ее проекции. Горизонтальная проекция линии пересечения рас- 

сматриваемых плоскостей, как известно, должна, между прочим, лежать на гори- 

зонтальном следу 90 горизонтально-проектирующей плоскости ('90, при чем, 

однако, мы видим, что. горизонтальные следы Рр и (04 обеих плоскостей пере-- 
секаются между собой в точке О, а горизонтальная проекция горизонтали пере- 

секает горизонтальную проекцию линии пересечения в точке т. Построив 

в’ и т’—вертикальные проекции обеих упомянутых точек, мы в результате 

соединения их между собою получим отрезок с’и’, т.-е. вертикальную проекцию 

(вернее часть ее) искомой‘линии пересечения плоскостей Р’рР и ()’90. Отрезок 

с’т’ пересекает вертикальную проекцию а’б’ данной прямой в точке я, которой 

соответствует точка х на горизонтальной проекции аб упомянутой прямой. Най- 

денные, описанным путем, точки хи 4’ представят с0бою проекции’ точки Х 
встречи прямой а0—а5' с плоскостью Р'»Р. Соединяя между собою попарно 

точки х с точкой зи 2’ с точкой 8’, мы в виде отрезков хи 5х’ и получим 

проекции искомой линии, проходящей через точку 3—5’ и перпендикулярной 

к линии 26—46”. 

На эпюре (фиг. 298) представлено решение совершенно такой же задачи, 
но при ином относительном расположении проекций прямой аф — @’0’. Здесь. 
полезно обратить внимание на то обстоятельство, что в. данном случае точка Ж—’ 
встречи прямой а — аб’ с плоскостью Р’рР найдена двумя различными ©106о- 
бами, из которых один подтверждает справедливость другого. Первое построение 
совершенно то же самое, как и примененное на предыдущем примере, а второе 
несколько более прямого или общего характера— заключается в том, что линия 
пересечения плоскостей Р’›Р и @’4@ здесь построена, как таковая, вся целиком, 
что выполнено следующим образом: вертикальные следы Р'’р и (49 означенных 
плоскостей продолжены за ось проекций до их пересечения в точке р, которая 
и представит собою вертикальный след линии их пересечения. По обоим—гори- 
зонтальному С и вертикальному Д— следам линии пересечения были построены 
проекции ее О4 и Пс’ в Г\ углу пространства, после чего упомянутая линия 
пересечения была продолжена в 1 угол пространства, за ее горизонтальный слел, 
при чем вертикальная ее проекция и пересекла вертикальную проекцию а’6’ 
данной прямой как раз в заранее перед тем найденной, точке 2, которой соот 
ветствует точка 2 на горизонтальной проекции аб той же прямой. 

Та же самая задача может быть решена еще и совершенно другим способом. 
Через прямую 46 —а’б’ проводят (фиг. 299) горизонтально-проектирующую - 
плоскость (0’9@ и из точки з—5 опускают на нее перпендикуляр 0—8’ МИ. 
Точка т -— м’ будет точкой встречи плоскости ('4@ с пернендикуляром, опу- 
щенным на нее из точки з— 5”. Юели теперь из точки т— пи на линию аб — 6” 
опустить перпендикуляр, то точка встречи его с сей последней представит собою 
подошву перпендикуляра, опущенного на упомянутую прямую из точви $— $. 
Для того же, чтобы из точки %— ИХ опустить перпендикуляр на линию аб — 6, 
‘всю плоскость @’О, путем врашения ее, вокруг оси вращения, перпендикуляр- 
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ной к горизонтальной плоскости проекций и проходящей через точку а— а, 
приводят временно в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций. 


В результате такого поворота, точка т — т’ перейдет в точку и. 


а проекции аб и а'6’ ланной прямой займут новое их положение аб, и а’. 
Теперь из точки т’ на линию а’6’ опустим перпендикуляр т’х,’, при чем 
точке ях’ на вертикальной проекции а’ прямой, будет соответствовать точка 2, 
на горизонтальной ее проекции аб. При обратном повороте плоскости @’49 
В ее первоначальное положение, точки хх, и 2’ переходят в точки хи 2” на 


проекциях аб и аб’ данной прямой. В результате соединения точек ди 2" 
с точками зи, мы и получим проекции вх и 5/2’ искомого перпендикуляра, 
опущенного из точки 5—5 на прямую 96— а). Сущность примененного 
в настоящем случае построения может быть пояснена следующим образом: пусть 
(фиг. 300) из точки & требуется опустить перпендикуляр на прямую АБ, тогда 
через сию последнюю проводят произвольную плоскость © — (©, из точки 6 на 
эту плоскость опускают перпендикуляр 61/ и из точки М в плоскости О — 0, 
в свою очередь, опускают на линию АВ перпендикуляр МХ. В результате 
соединения между собою точек Х и ©, мы и получим искомый перпендикуляр ©Х, 
опущенный из точки © на данную прямую АВ. `В справедливости этого не 
трудно убедиться, если вспомнить одну из теорем стереометрии, гласящую, что: 
линия, проведенная на нлоскости через основание наклонной 
перпендикулярно к ее проекции, будет перпендикулярна 
и кэтой наклонной. Действительно, отрезок МХ, представляющий собою 
‘проекцию линии ЭХ, был проведен перпендикулярно к прямой АВ, благодаря 
чему прямая АВ и линия 9Х будут взаимно перпендикулярны. 

На эпюре (фиг. 301) показан тот же прием при решении подобной же 
задачи, но при другом относительном расположении проекции 26 и &/6б’ данной 
прямой. 

Для решения такого рода задач, можно применить еще и третий способ, 
заключающийся в том, что как данную прямую, так и точку, из которой на нее 
должен быть опущен перпендикуляр, заключают в одну общую плоскость и озна- 
ченный перпендикуляр из точки на плоскость проводят уже в упомянутой 
плоекости. | 

Положим (фиг. 302), что опять из произвольной точки 3—8’ требуется 
опустить перпендикуляр на прямую 426 —а/б'. Так как через данные точку 
и прямую можно провести только одну и, при том, вполне определенную плос- 
кость, то мы и выполним это в первую очередь. Для этой цели, построим 
вертикаль 66 — 0”с’ означенной плоскоети и самую плоскость повернем затем 
вокруг упомянутой ее вертикали в положение, параллельное вертикальной плос- 
кости проекций. Точки $ —3’ ис— с’, как точки, лежащие на неподвижной оси 
вращения настоящего процесса вращения, сохранят свое положение, а точка а — @' 
будет при этом вращаться в плоскости вращения, перпендикулярной к оси вра- 
щения. Вертикальным следом плоскости вращения явится линия 4, перпенди- 
дикулярная к вертикальной проекции 5’— с’оси вращения, а центром вращения 
будет служить точка 0,. Чтобы найти действительную величину радиуса вра- 
щения точки а— а’, совместим в виде временной меры плоскость вращения ее 
на вертикальную плоскость проекций. В таком случае действительную величину 
радиуса вращения представит собою гипотенуза а’у прямоугольного треугольника 
о.а’у, у которого один из его катетов а’у равен вертикальной проекции радиуса 
вращения, а другой — 0:/, — расстоянию от горизонтальной проекции а точки А 
до горизонтальной проекции с — оси вращения. (Сделав из точки 0:, как из 
центра, радиусом, равным гипотенузе а’у упомянутого прямоугольного треуголь- 
ника 0,@’у, засечку на продолжении отрезка о.@’, мы найдем положение точки А 
на плоскости в ее новом состоянии, параллельном вертикальной плоскости 
проекций, соединим затем между собою точки Аи с, что даст нам новое, 


после поворота плоскости, положение прямой аб —@’6’ и, наконец, из точки $’ 
опустим перпендикуляр 5’ на отрезок Ас’, после чего придется еще только 


упомянутую плоскость, путем обратного вращения вокруг той же вертикали, 
привести в ее первоначальное положение, благодаря чему и получаются обе 
проекции 52 и 5'х’ искомого перпендикуляра, опущенного из точки $—8’ на 
данную прямую 46 — а’. Интересно отметить, что здесь была произведена 
проверка правильности всего построения, а именно: тем же указанным выше 
путем, найдено новое, после поворота плоскости, положение точки В. Точки А и ВБ, 
независимо одна от другой полученные, были соединены между собою и при 
этом было обнаружено, что прямая АБ проходит через, остававшуюся во время 
описанного процесса вращения неподвижной, точку с’ на вертикальной проекции 
данной прямой. 

На эпюре (фиг. 808) показано решение той же задачи и тем же способом, 
но при ином относительном взаимном расположении проекции прямой аб — а’. 

Во всех рассмотренных нами случаях, можно было видеть, что стороны 
прямого угла, образуемого перпендикуляром и прямою линией, на которую он 
был опущен, на эпюре не ‘сохраняют своей взаимной перпендикулярноети. 

Две взаимно перпендикулярные плоскости могут быть построены на оено- 
вании теоремы из стереометрии, о которой уже было упомянуто в начале курса 
при построении впервые так называемых горизонтально- и вертикально-проекти- 
рующих плоскостей. 

‚ Означенная теорема гласит: „Плоскость, проходящая через линию, 
перпендикулярную к данной плоскости, будет перпендику- 
лярна к этой последней“. Согласно этому задача о проведении через 
точку з 5’ плоскости, перпендикулярной к данной плоскости Р’рР, решается 
следующим образом: через точку #—8 проводят (фиг. 804) прямую а6 — а’№, 
перпендикулярную кв данной плоскости Р’рР, что на основании всего вышеизло- 
женного, выражают тем обстоятельством, что проекции аф и а’б’ означенной 
прямой проводят через соответствующие проекции $ и $’ точки © перпендику- 
лярно к одноименным следам данной плоскости Р’рР, затем находят оба слела 
Си Л) этого перпендикуляра и, задавшись на оси проекций произвольной. 
точкой 4, соединяют ее со следами прямой аб — аР’. Полученные таким обра- 
зом линии (4 и (4 и будут следами плоскости (’00, проведенной через 
точку $ — 5’, перпендикулярно к данной плоскости Р’уР. Наэпюрах (фиг. 305 и 306) 
показано решение той же самой задачи, но при ином относительном располо- 
жении проекций з и $’ точки 0. Задача эта является совершенно неопределенной, 
так как во всех трех случаях точка 2 на оси проекций была взята совершенно 
произвольным образом. Обетоятельство это в полной мере подтверждает геометри- 
ческое представление о том, что через любую линию, перпендикулярную к какой- 
либо плоскости вообще, можно провести бесчисленное множество плоскостей, при 
чем каждая из них будет перпендикулярна к данной плоскости. 

Для того, чтобы только что рассмотренной задаче придать совершенно 
определенный характер, необходимо ввести в нее какое либо добавочное условие 
Так, например, пусть (фиг. 307) к плоскости, проводимой через точку $ — 5’ пер- 
пендикулярно к плоскости Р’рР, будет предъявлено добавочное требование, 
заключающееся в том, чтобы ока при этом была кроме того перпендикулярна 
& какой-либо из плоскостей проекций. Положим, что упомянутая плоскость, 
проходя через точку $ — $, и будучи перпендикулярна к плоскости Р’рР, в то же 
время должна быть перпендикулярна и к горизонтальной плоскости проекций, 
т.-е. чтобы она была горизонтально-проектирующей плоскостью, 
перпендикулярной к данной плоскости ’рР. В таком случае, пользуяевь 
приемом, указанным на предыдущих примерах (фиг. 304, 305 и 306), мы должны 
были бы сперва через точку $— $’ провести линию аб — а’, периендакулярную 
к данной плоскости РрР, а затем через упомянутый к ней перпендикуляр про- 
вести горизонтально-проектирующую плоскость 0’06. Так как, при этом гори- 
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зонтальный след 44 горизонтально-проектирующей плоскости должен проходить! 
по всей ее длине, через горизонтальную проекцию @ф упомянутого перпендику- 
ляра, то точка 0 на оси проекций получится, в данном случае, ‘сама собою, 
вполне определенным образом. Восставив из точки 0 перпендикуляр 94О’к оси 
проекций, мы и получим искомую горизонтально-проектирующую плоскость 0’90, 
перпендикулярную к данной плоскости Р’рР и проходяшую через точку #—5.. 
На том же чертеже (фиг. 307) показано проведение через точку $— 5” верти- 
кально-проектирующей плоскости А’гЁ, перпендикулярной в той же плоскости 
общего положения Р’рР. На эпюрах (фиг. 308 и 309) та же задача решена 
другим, более упрощенным, хотя ианалогичным, способом, а именно: без предва- 
рительного опускания из точки $ — 5’ перпендикуляра на заданную плоскость Р’рР. 
В последнем случае, просто, через горизонтальную проекцию $ точки 6 проведен 
горизонтальный след 9 горизонтально-проектирующей плоскости @'9@ перпен- 
дикулярно к горизонтальному следу рР плоскости Р’рР и вертикальный след В” 
вертикально проектирующей плоскости А’7”/ — через вертикальную проекцию 5’ 
точки © перпендикулярно к вертикальному следу Р’р той же плоскости ИЕ 
Результат, в обоих случаях, получился один и тот же. Означенное упрощение 
основано на следующем соображений: горизонтальная проекция упомянутого 
перпендикуляра к плоскости Р’рР, перпендикулярная к горизонтальному следу рР, 
должна лежаль на горизонтальном следу 0@ горизонтально проектирующей плос- 
кости (90, чем сразу и устанавливается направление сего последнего, т.-е. 
заранее предопределяется все построение означенной плоскости; ее горизонталь- 
ный след 90 должен проходить через точку $ и быть при этом перпендикуляр- 
ным к горизонтальному следу рР плоскости РР. Вертикальный след ‘искомой 
плоскости получается путем восставления перпендикуляра 9@ к оси проекций 
в точке 9. Аналогичное рассуждение может быть приведено и по отношению 
в упрощенному построению вертикально-проектирующей плоскости В’”Ю, прохо- 
дящей через точку $ —5’ и перпендикулярной к той же плоскости общего поло- 
жения Р’рР, указанного на эпюре (фиг. 310). 

Так детально рассмотренный нами вопрос о взаимной перпендикулярности 
‘прямых, прямых и плоскостей и плоскостей одна к другой, дает нам возможность 
решать целый ряд задач прикладного характера, сводящихся к определению рас- 
стояний между отдельными точками, точками и прямыми, точками и плоскостями, 
прямыми и параллельными им плоскостями и между взаимно параллельными 
прямыми и плоскостями. Постараемся продемонстрировать прикладную сторону 
данного вопроса достаточным количеством примеров. 

Определение расстояния между двумя в пространстве произвольным обра- 
зом заданными точками представляет собою уже известную нам задачу нахо- 
ждения истинной величины прямой, их соединяющей. Вопрос этот мы решали 
двумя способами, а именно: путем совмещения той плоскости, в которой прямая 
была задана, на какую либо из плоскостей проекций, или посредством вращения 
упомянутой прямой вокруг оси, проходящей через одну из ее точек и перпенди- 
кулярной к одной из плоскостей проекций, до положения, при котором означенная 
линия занимала положение, параллельное другой плоскости проекций. на которую 
она, в таком случае, проектировалаеь в свою натуральную длину. Теперь, поль- 
зуясь всеми данными относительно взаимной перпендикулярности прямых и плос- 
костей, определим (фиг. 311) расстояние между точками а—а и 2—©, из 
которых первая — находится в Г а вторая — в Ш углах пространства, т.-е., 
другими словами, найдем истинную величину отрезка а6—а’0’, расположенного 
указанным образом. Для этой цели заключим его в горизонтально-проектирующую 
плоскость и затем совместим таковую на горизонтальную плоскость проекций. 
Найдя оба, горизонтальный С’и вертикальный 1), следы отрезка, из расположения 
их обоих ниже оси проекций, мы заключаем, что данный отрезок из Тв Ш 
проникает через ГУ угол пространства. Проводя горизонтальный след Рр гори- 
_зонтально-проектирующей плоскости через горизонтальную проекцию а отрезка, 


Е 


а вертикальный ее след Р’р — через вертикальный след 1) того же отрезка, 
мы сразу получаем горизонтально-проектирующую плоскость Р’рР, проходящую 
через данный отрезок и проникающую во все четыре угла пространства. 
По’ совмещении означенной плоскости на горизонтальную плоскость проекций, 
вертикальный ее след займет положение Р’ — Р’, перпендикулярное к горизон- 


тальному следу Р—Р. Так как, при совмещении на горизонтальную плоскость 
проекций какой-либо плоскости вообще, приходится пользоваться ее горизонта- 
лями, то и в данном случае, через вертикальные проекции а’и В’ точек Аи В 
мы проводим вертикальные проекции соответствующих горизонталей параллельно 
оси проекций, и находим их вертикальные следы ПГ; и Ю, на вертикальном 
следу Р’— Р” плоскости. В результате рассматриваемого процесса вращения, 


означенные следы упомянутых горизонталей перейдут в точки Г.’ и Л.’ на новом, 
совмещенном положении вертикального следа Р’ — Р’ плоскости. Проводя 


через точки Г)’ и П).’ линии, параллельные горизонтальному следу Р—Р 
плоскости, мы получим сами горизонтали ее, как таковые, на которых и должны 
будут лежать точки А и Б данного отрезка, и которые на них находят путем 
опускания на них перпендикуляров из горизонтальных проекций а и 6 упомя- 
нутых точек. В конечном результате, линия АВ и представит собою искомое 
действительное или кратчайшее расстояние между точками А и В. На том же 
чертеже (фиг. 311) показан второй способ решения данной задачи, одновременно 
являющийся и поверкой правильности первого построения. Упомянутый второй 
прием заключается в повороте отрезка ар — @’6' вокруг оси вращения, проходящей 
через точку а— 4’ его и перпендикулярной к вертикальной плоскости проекций 
в положение, параллельное горизонтальной плоскости проекций. Во время озна- 
ченного процесса вращения точка @ — @' сохранит свое положение, & проекции 
$ и {’ точки В переместятся: первая — по пути, параллельному оси проекций, 

в точку 6,, а вторая — по траектории, в виде дуги круга, радиуса а’5’— в точку, 

Отрезок а, как известно, в таком случае и представит собою действительную 
величину расстояния между рассматриваемыми точками а— а и 6 — Ш. Если 
построение выполнено правильно, то АБ должно точно равняться аб. 


Определение расстояния между произвольной точкой и прямой сводится 
Е определению действительной длины перпендикуляра, опущенного из упомянутой 
точки на данную прямую. Так, например, пусть требуется найти кратчайшее 
расстояние между точкой $ —5’ и прямою 26 — а’0'. 


Проведем сперва (фиг. 812) через точку $ — 5’ плоскость, перпендикулярную 
к данной прямой аб — @.%,, а затем, найдем точку встречи этой прямой с упомя- 
нутой плоскостью. Для этой цели, проведем через точку $ —°’ горизонталь 
плоскости, перпендикулярной к отрезку 46 — а'6”; горизонтальная проекция 54 
этой горизонтали, проходя через горизонтальную проекцию з точки 5, должна 
быть перпендикулярна к горизонтальной проекции ар данного отрезка. Через 
вертикальную проекцию 5 точки © проведем вертикальную проекцию горизон- 
тали, параллельно оси проекций. По проекциям горизонтали находим точку Ю— 
ее вертикальный след. Через сей последний проведем линию Р’”р перпендику- 
лярно к вертикальной проекции а’б’ данного отрезка, а через точку р на оси 
проекций — линию иР перпендикулярно к горизонтальной его проекции а6. 
Линии Ру ирР и будут следами плоскости, проведенной. через точку $ — $', 
перпендикулярно к отрезку ад— а’0'’. Чтобы найти точку встречи сего послед- 
него с плоскостью Р’рР, проведем через отрезок аб — а’б’ горизонтально-проек- 
тирующую плоскость (90 и найдем линию пересечения обеих рассматриваемых 
плоскостей. Горизонтальные следы их рР и 90 пересекаются в точке С. которая 
и будет служить горизонтальным следом линии пересечения означенных плос- 
костей, а вертикальные их следы Р'’р и ©’4 пересекаются вне пределов чертежа, 
но это не должно нае смушать; мы знаем, что горизонтальная проекция искомой 
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линии пересечения обеих плоскостей должна по всей своей длине совпадать 
с горизонтальным следом 4@ горизонтально-проектирующей плоскости 94, 
благодаря чему нам остается найти только вертикальную ее проекцию. Одну из 
точек этой вертикальной проекции мы имеем в виде точки с’— вертикальной 
проекции горизонтального следа, вторую же точку вертикальной проекции линиии 
пересечения рассматриваемых плоскостей мы найдем в виде точки Г [верти- 
кальной проекции точки встречи горизонтали плоскости Р’уР с горизонтально- 
проектирующей плоскостью (’6(]. Соединяя точки с’ и Г, мы в виде 
отрезка с” получим искомую вертикальную проекцию линии пересечения обеих 
плоскостей и увидим, что эта последняя пересекает вертикальную проекцию а’5' 
данного отрезка в точке 5’, которой соответствует точка х на горизонтальной 
проекции 46 того же отрезка. Если, полученную таким образом, точку х— 7" 
соединить с точкой $—5/, то проекции $7 и $’ отрезка, получающегося 
в результате означенного соединения упомянутых точек, и представят собою 
проекции перпендикуляра, опущенного из точки з— 8’ на прямую а6 —а’’ Для 
окончательного решения задачи, теперь останется только, найти действительную 
длину этого перпендикуляра, что и выполнено на эпюре (фиг. 312) путем при- 
ведения его в состояние, параллельное горизонтальной плоскости проекций, 
с какою целью перпендикуляр был повернут вокруг оси, проходяшей через 
точку $—’ и перпендикулярной к вертикальной плоскостн проекций. По окон- 
чании процесса вращения вертикальная проекция перпендикуляра заняла поло- 
жение 5х’, а горизонтальная — 2, каковой отрезок и предотавит собою искомое 


кратчайшее расстояние между точкой $—5 и прямою аб — а’. На эпюре 
(фиг. 313) показано решение той же задачи, но при ином относительном взаим- 
ном расположении проекций аб и @) произвольным образом заданной 
прямой 26 — @5'. 

Определение расстояния между двумя параллельными прямыми, в сущности, 
вполне сходно с предыдущей задачей, так как, если требуется, напр. (фиг. 314), 
найти кратчайшее расстояние между двумя, произвольным образом заданными. 
параллельными линиями 06—@б’ и тиб—т/”’, то для этого достаточно из 
какой-либо точки $—5’, взятой на первой из упомянутых линий, опустить пэр- 
пендикуляр на вторую — и найти затем его действительную длину. Все построение 
произвелено совершенно тем же способом, как и при решении предыдущей 
задачи, благодаря чему его нет надобности еще раз подробно разъяснять. 
В данном случае следует только отметить, что на эпюре (фиг. 314) мы имеем 
проверку правильности проделанного построения, сущность которой заключается 
в следующем приеме: уже после того, как задача была окончательно решена, 
т.-е. уже после того, как была найдена действительная длина 5’ж,’ перпендику- 


ляра, опушенного на вторую прямую ти— т’ из произвольной точки 8 — $’, 
взятой на первой из них аб — @’Р’, положение точки встречи х— 2’ прямой 
тт — т/п’ с плоскостью Р’)Р, в ней перпендикулярной и проведенной через 
упомянутую точку 5—5’ первой прямой 96 — аЪ’, было определено еще раз 
добавочным построением, которое заключается в нижеследующем приеме: верти- 
кальные следы плоскостей Р'рР и (9 были продолжены за ось проекций, до 
их взаимного пересечения в точке /). Таким путем был найден вертикальный 
след П линии пересечения означенных плоскостей, и так как горизонтальный 
ее след С был уже построен ранее, то теперь, по следам линии пересечения, 
можно было построить проекции ее СЯ и Г’, которые, как видно из чертежа, 
обе оказались расположенными в ТУ углу пространства При продолжении, 
построенной таким образом, линии пересечения рассматриваемых плоскостей за 
ее горизонтальный след С, она проникла в Г угол пространства, при чем верти- 
кальная ее проекция пересекла вертикальную проекцию ти’ второй прямой 
в той же самой, заранее найденной, точке 25’, что И служит ‘подтверждением 
правильности первого построения. 
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На эпюре (фиг. 315) показано решение той же самой задачи, но при относи- 
тельно ином взаимном расположении проекций обеих параллельных прямых. Здесь 
тоже применена проверка правильности решения путем самостоятельного 
построения проекций линии пересечения обеих вводимых в дело плоскостей, 
для чего вертикальные их следы Р’р и (’4 были продолжены до взаимного 
пересечения в точке ДР. В данном влучае мы тоже наглядно убеждаемся в том, 
что находимое двумя независимыми один от другого способами положение 
‘точки х—5’ встречи прямой и — ии’ с перпендикулярной к ней плос- 
костью Р’иР в обоих случаях безусловно совпадает. При обоих решениях, для 
окончательного определения кратчайшего расстояния между заданными парал- 
лельными прямыми аб — аБ’и ию— т/п’, перпендикуляр 95 — 6'х’ был приве- 
ден в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций, так что 
в обоих случаях упомянутые параллельные прямые отстоят одна от другой на 
расстоянии, равном отрезку $’Б.. 


Если требуется определить кратчайшее расстояние между двумя скрещиваю- 
щимися в пространстве прямыми, тодля разрешения этой задачи приходится при- 
прибегать не к вполне прямому приему, а пользоваться как бы окольным, но 
с геометрической точки зрения, вполне‘ понятным путем. 


Решению этой задачи на эпюре прелпошлем ее! схематическое разъяснение. 
Пусть (фиг. 816) требуется определить кратчайшее расстояние между непересе- 
кающимися, а скрещивающимися в пространстве прямыми АБ и ММ. Всея задача, 
очевилно, будет сводиться к нахождению истинной длины перпендикуляра 5, 
опущенного из произвольной точки 6 прямой ММ на прямую АБ. Так как 
непосредственно опустить перпендикуляр из точки 6 на прямую АВ мы не 
можем, то пользуются следующим вспомогательным приемом: через прямую АВ 
проводят плоскость, параллельную другой прямой МЛ, что достигается тем, что 
сперва через точку А первой прямой проводят вспомогательную линию АК 
параллельно второй прямой 1/М, а затем, через линии АВ и АК проводят 
плоскость Р”’рР, которая и будет, в свою очередь, параллельна прямой ММ. 
После этого, из произвольной точки У, которой задаются на означенной прямой, 
опускают на упомянутую плоскость Р’рР перпендикуляр и находят точку О’встречи 
его с сей последней. Из точки О в плоскости Р’рР проводят линию, парал- 
лельную линии ММ, до пересечения‘ ее в точке 6 с прямою АВ и из точки 9 
затем восставляют перпендикуляр 527 к линии №. Действительная длина этого 
перпендикуляра и будет равна искомому кратчайшему расстоянию между упомя- 
нутыми прямыми АБ и ММ. Все описанное построение, в том же последова- 
тельном порядке, выполнено на эпюре (фиг. 317). Эдесь даны две скрешивалю- 
щиеся в пространстве линии ар — а’Б’и ти— т/п’. Через точку а— а’ первой 
прямой проведен отрезок ак — ай параллельно второй прямой 7 — т/п’, затем 
были построены горизонтальные С, и (5 и вертикальные /), и Г), следы этих 
пересекающихся между собою в точке а— а’ отрезков аб — а’6’ и ай — ай 
и через них были проведены — вертикальный Р’р и горизонтальный Ру следы 
плоскости Р’рР, которая, таким образом, тоже оказалась параллельной прямой 
ти — т’п’. После этого, из произвольной точки у — 9’, взятой на прямой т — 7’, 
был опущен перпендикуляр на плоскость Р’рР и найдена точка о — 0’ встречи 
его с сей последней, для чего упомянутый перпендикуляр был предварительно 
заключен в вертякально-проектирующую плоскость @'90, пересекшуюся © плос- 
костью Р’рР по линии О4,— Ос’. Через точку о—0’ параллельно линии 
тт — т’и был проведен отрезок 05 —0’5 до пересечения его в точке $ — 
с прямою ар — а’Б', а отсюда восетавлен перпендикуляр к прямой ти — ии’, 
который был построен путем проведения проекций его 6’х’ и 6х параллельно 
одноименным проекциям 0’у’и 0% первого перпендикуляра. Действительная 
длина 265, второго перпендикуляра и представит собою искомое кратчайшее расстоя- 


ние между обоими заданными перекрещивающимися линиями ар — 2’ итт — ти’. 
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Попутно следует заметить, что на эпюре можно было бы ограничиться опреде- 
лением истинной длины первого перпендикуляра 90 — у’0’, так как второй — 5% — 5/4” 
является ему равным и параллельным, но, в таком случае, решение задачи, т.-е. 
построение на эпюре, не в полной мере совпадало бы с предварительным схема- 
тическим ее разъяснением на предыдущем чертеже (фиг. 316). 

Определение кратчайшего расстояния между произвольным образом задан- 
ными точкой и плоскостью принадлежит к числу наиболее прикладных задач 
подобного типа. Построение, в таком случае, сводится к опусканию или восста- 
влению из данной точки перпендикуляра на заданную плоскость, к нахождению 
точки  вотречи его с таковою и к определению его действительной 
длины. Так, например, положим (фиг. 818), что требуется определить кратчайшее 
расстояние между точкой а — а’ и плоскостью общего положения Р’рР. Для этой 
цели, из точки а—@а' сперва опустим на плоскость Р’рР перпендикуляр аб — а’0', 
проекции которого 46 и а’, как известно, должны быть перпендикулярны 
к одноименным следам рРи рр данной плоскости, затем найдем точку х — 2” 
встречи построенного, таким образом, перпендикуляра 96 — аб’ с расематри- 
ваемою плоскостью Р’рР, для чего через него проведем вспомогательную верти- 
кально-проектирующую плоскость (’90 и, найдя по следам Си Г линии пересе- 
чения обеих плоскостей проекции ее СЯ и 6 Л, увидим, что горизонтальная 
проекция С@ линии пересечения упомянутых плоскостей пересекает горизон- 
тальную проекцию аб перцендикуляра в точке 2, которой соответствует точка и 
на вертикальной проекции @’б’ перпендикуляра. Точка х — х’, очевидно, и будет 
точкой встречи сего последнего с плоскостью Р’рР. Теперь, для окончательного. 
решения задачи, останется только определить действительную длину упомянутого 
перпендикуляра, что и выполнено известным и неоднократно нами уже приме- 
нявшимся способом, т.-е. путем приведения его в положение, параллельное одной 
из плоскостей проекций, в данном случае — горизонтальной. При таком поло- 
жении перпендикуляра, ‘горизонтальная его проекция @%, и представит собою 


искомое кратчайшее расстояние между точкой 4 — а’ и плоскоетью общего поло- 
жения Р’рР. На эпюрах (фиг. 319 и 320) приведено решение той же самой 
задачи, но при относительно ином расположении проекций точки @ — а’. 

При определении кратчайшего расстояния между произвольным образом 
взятой точкой а — а’ и любою горизонтально или вертикально-проектирующей 
плоскостью Р’рР (фиг. 321 и 822) задача сильно упрощается тем обстоятель- 
ствбм, что строемый в таком случае перпендикуляр, будучи опускаем то на 
горизонтально, то на  вертикально-проектирующую плоскости Р’»рР, оказы- 
вается при этом, в последовательном порядке, параллельным сперва горизон- 
тальной, а затем — вертикальной плоскостям проекций и попеременно проекти- 
руется на каждую из них в свою натуральную длину. Так, например, желая 
определить кратчайшее расстояние между точкой а — @’ и горизонтально-проекти- 
рующей плоскостью Р’рРи опустив для этой цели (фиг. 321) на нее перпендикуляр 
из упомянутой точки а — а', мы, в виде горизонтальной проекции ах его, перпен- 
дикулярной к гторизонтальному следу рР данной плоскости, ‘еразу получаем 
искомое кратчайшее расстояние между означенными точкой и плоскостью. Врат- 
чайшее расстояние (фиг. 821) между точкой а — а’ и вертикально-проектирую- 
щей плоскостью Р’»Р будет равно вертикальной проекции а’х’ перпендикуляра, 
опущенного на плоскость из точки а — @/. Для большей полноты освещения 
данного вопроса, в обоих случаях на фиг. 321 и 822 показано и подробное 
решение упомянутой задачи, а именно: через перпендикуляр 4х — а’л’ на 
фиг. 321 проведена горизонтально -проектирующая плоскость (@’9@, найдена 
линия сд —сй пересечения ее с плоскостью Р’рР, перпендикулярная к гори- 
зонтальной плоскости проекций, и затем плоскость (@’4(@ совмещена на гори- 
зонтальную плоскость проекций. В этом ее ‚состоянии, из точки А. на линию 
СК пересечения обеих плоскостей был опущен перпендикуляр АХ, который 
и оказывается (по построению) равным, ранее найденной, горизонтальной его. 
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проекции ат. Тот же прием показан в применении и ко второму случаю, где 
(фиг. 322) через означенный перпендикуляр ах — а’ была проведена верти- 
кально-проектирующая плоскость (@'9(4. В конечном результате кратчайшее рас- 
<тояние между точкой а —а’ и вертикально-проектирующей плоскостью Р’рР’ 
оказывается равным вертикальной проекции а’х’ упомянутого перпендикуляра, 
как это и было доказано заранее, до применения в дело вспомогательного построения. 

Кратчайшее расстояние между точкой а — а' и плоскостью [(Р’—Р”—(Р—Р)], 
параллельной оси проекций, находится (фиг. 323) весьма несложным способом. 
Проекции перпендикуляра на упомянутую плоскость, которым при этом прихо- 
дится пользоваться, будут перпендикулярны к оси проекций, так как сам перпен- 
дикуляр располагается в профильной плоскости. На этом основании, проведя 
через точку а — а” профильную плоскость (/4@ и совместив ее на вертикальную 
плоскость проекций, мы сразу находим как самоё точку А, так и линию С.Л, 


пересечения профильной плоскости © данной плоскостью (Р’— РЕВ) 
и, опустив из точки А перпендикуляр АХ на упомянутую линию пересечения 
СР обеих плоскоетей, будем иметь Е кратчайшее расстояние между 


точкой аа’ и плоскостью |[(Р’— Р)—(Р— Р)|, параллельной оси проекций. 
Проекции 2 и а’х’ этого на а путем обратного приведения 
профильной плоскости ()”00 в ее первоначальное положение. 

Если (фиг. 324) требуется определить кратчайшее расстояние между точкой 
а—а и осевою плоскостью, заданной произвольно взятой точкой #—Х,, 
то поступают подобным же образом. Так как проекции перпендикуляра, пред- 
ставляющего собою искомое кратчайшее расстояние между точкой & — @' и данной 
осевою плоскостью, и в этом случае тоже должны быть перпендикулярны к оси 
проекций, или, что то же, так как упомянутый перпендикуляр тоже будет лежать 
в профильной же плоскости, то сперва находят линию 2А пересечения осевой 
плоскости с профильной плоскостью Ат, проведенной через точку #— А’, 
‚& затем строят линию у— У пересечения осевой плоскости с профильной плос- 
костью (90, проходящей через точку а—а' параллельно линии 2А, после чего 
из точки 4 опускают периендикуляр на линию / —и’, который и пересечет ее 
в точке Х. Отрезок АХ, очевидно, и представит собою искомое кратчайшее рас- 
стояние между точкой а— а и осевою плоскостью, заданной точкой # — (". 
Проекции ах и ах’ этого расстояния находятся, как и в предыдущем случае, 
путем приведения профильной плоскости ()’94 в ее первоначальное положение. 

С совершенно подобного же рода построением приходится иметь дело при 
определении кратчайшего расстояния между плоскостью и какою-либо прямой 
линией, ей параллельной, что и указано на эпюре (фиг. 325.. Прямая аб — аб' 
параллельна плоскости общего положения. Р’уР, так как она параллельна прямой 
Са—с'.), лежащей в упомянутой плоскости. Задавшись на прямой аб — @а/6! 
произвольной точкой & —(', опускают из нее на данную плоскость Р'рР пер- 
пендикуляр и находят точку 2 —@' ветречи его с таковой, уже известным нам 
©пособом. Расстояние между прямою 46 — а! и плоскостью Рф Р, очевидно, будет 
равно действительной длине К — упомянутого перпендикуляра, которая, 
в свою очередь, находится путем приведения его в положение, параллельное 
горизонтальной плоскости проекций. 

Все построение, в значительной мере, упрощается, если плоскости, которым 
данная прямая параллельна, будут горизонтально или вертикально-проектирую- 
щими. При таком условии (фиг. 326 и 327), одна из проекций прямой должна, 
быть параллельна одному из одноименных следов плоскости и, в таком случае, 
перцендикуляр 2 (фиг. 326), опускаемый из произвольной точки й& — А", взятой 
на горизонтальной проекции 4 данной прямой, на горизонтальный след иР плос- 
вости, или перпендикуляр ^’х’, опускаемый из точки &' вертикальной проекции 

а’ прямой на параллельный ей след Р’у плоскосги (фиг. 327), сразу предета- 
зят собою кратчайшие Е между данными плоскостями и параллельными. 
им прямыми. 
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В заключение остается сказать еще несколько слов об определении крат- 
чайшего расстояния между двумя взаимно параллельными плоскостями. Чего-либо 
нового или самостоятельно особого настоящая задача собою не представляет, так 
как вполне понятным образом она сводится к решению одной из предылущих 
задач, т.-е. к определению истинной длины перпендикуляра, опущенного на одну 
из взаимно параллельных плоскостей из произвольной точки, взятой на другой 
из таковых. Здесь интересно отметить тот факт, что расстояние между взаимно 
параллельными  горизонтально- и вертикально-проектирующими плоскостями 
`(фиг. 328 и 329) измеряется длиною перпендикуляра, опущенного из произвольной 
точки, взятой на одном из следов первой плоскости, неперпендикулярном к оси 
проекций, на одноименный и ему параллельный след второй плоскости. Это 
обстоятельство дает возможность решать подобного рода задачи чрезвычайно 
упрощенным способом, а именно: рассечем (фиг. 330) две параллельных плоскости 
общего положения Р’рР и 90 перпендикулярною в ним горизотально-проекти- 
рующей плоскостью ВР, по отношению к которой обе рассматриваемые плос- 
кости, в таком случае, явятся  вертикально-проектирующими. Совместив 
затем (фиг. 331) вспомогательную плоскость А’ на горизонтальную плоскость 
проекций и получив при этом линии С,0° и С.0), пересечения ее © обоими 
данными плоскостями, опускают перпендикуляр из произвольной точки 4, взятой 
на одной из упомянутых линий — на другую из таковых. Означенный перпенди-_ 
куляр АХ и представит собою искомое кратчайшее расстояние между данными 
взаимно-параллельными плоскостями общего положения РрР и 000. 


ГЛАВА У. 


Понятие об углах между прямыми линиями. — Различные способы определения действи- 
тельной величины угла между двумя прямыми. — Угол межлу прямой линией и плос- 
костью. — Способы определения действительной величины такого угла. — Углы между 
прямой линией и плоскостями проекций. — Определение действительной величины этих 
углов. — Сумма углов, образуемых прямою с плоскостями проекций — Понятие о дву- 
гранном угле, как об угле между двумя пересекающимися плоскостями. — Определение 
действительной величины двугранпых углов путем нахождения действительных размеров, 
соответствующих таковым, линейных углов. — Углы межд) произвольным образом задан- 
ными плоскостями и плоскостями проекций. — Определение действительной величины 
этих углов. — Задачи. 


Вопросу об определении углов необходимо посвятить особую главу, так как, 
являясь в общем курсе Начертательной Геометрии, строго говоря, последним — 
чисто теоретическим, отдел этот завершает собою ряд предварительных све- 
дений, при помощи которых решаются самые разнородные задачи прикладного 
характера. Поверхностное, т.-е. недостаточно отчетливое знакомство с этим 
отделом нередко служит причиной весьма неприятных затруднений при даль- 
нейшем прохождении курса. Рассмотрим случаи определения действительной 
величины углов в том их последовательном порядке, о котором было упомянуто 
выше. 

Под углом между двумя прямыми линиями разумеют не только 
угол, ими самими фактически образуемый (так как произвольные прямые могут 
лежать не в одной плоскости, а, следовательно, и не пересекаться, а только скре- 
щиваться в пространстве, или даже, находясь и в одной плоскости, они могут 
пересекаться вне пределов чертежа), а угол, образуемый двумя отрезками, 
проведенными из одной точки параллельно обоим рассматри- 
ваемым прямым. На этом основании, каким бы образом ни были заданы 
две прямые линии, всегла можно построить угол 0 сторонами, параллельными 
упомянутым прямым, и, найдя действительную его величину, определить и угол 
между данными прямыми. 

Так, например, пусть (фиг. 332) отрезки ах — а'х' и 6х —0'я’ предста- 
вляют собою стороны угла 426 — а'2' И, попарно параллельные каким-либо двум 
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произвольным прямым, на чертеже даже непоказанным. Так как означенные 
отрезки пересекаются в точке х— 2", то мы можем построить вполне опреде- 
деленную, проходящую через них, плоскость Р’Р и затем, совместив сию; 
. последнюю на любую из плоскостей проекций, найти действительную величину 
рассматриваемого угла. Чтобы построить плоскость, заключающую в себе оба. 
отрезка, построим следы С, 05 и Г), 0. таковых и, соединяя между собою 
попарно одноименные следы 0 с (4 и ДП, с 05, получим нужную нам плос- 
кость Р’рР. Затем, совместив упомянутую плоскость. на горизонтальную плоскость 
проекций, получим на ней и сам угол „7 АКВ в его натуральную величину. 
Правильность построения вершины Х его, полученной в виде точки пересечения 
прямых О), и 0.0., на которых лежат отрезки АХ и ВХ, подтверждается 
тем обстоятельством, что перпендикуляр ХО, опущенный из точки *Х на гори- 
зонтальный след рР совмещенной плоскости, будучи продолжен, проходит через 
точку Х. Пернендикуляр этот, как нам известно, играет роль горизонтального 
следа плоскости вращения точки 2—0, в которой она перемещалась во время 
процесса вращения, при помощи которого было достигнуто совмещение плоскости 
РР на горизонтальную плоскость проекций. 

К тому же результату ведет другой, менее сложный, способ решения той же 
задачи. Положим (фиг. 338), что отрезки ад — а’ и 6—0’ опять предета- 
вляют с0б0ю стороны угла в вершиною его в точке х—'. Не будем строить 
плоскость, в которой заключены оба отрезка, а просто проведем какую-либо 
произвольную ее горизонталь #1 — А! и затем повернем угол 4 — а'х'6' вокруг 
этой горизонтали в положение, параллельное горизонтальной плоскости проекций, 
на которую он, в таком случае, будет проектироваться в его натуральную вели- 
чину. Что линия 2/1 — Г будет, действительно, одною из горизонталей плоскости, 
проходящей через данный. угол, не подлежит никакому сомнению, ее верти- 
кальная проекция (’--{ параллельна оси проекций и пересекает вертикальные 
проекции сторон рассматриваемого угла в точках А’ и Г, следовательно, гори- 
зонтальная проекция горизонтали должна пересекать горизонтальные проекции 
сторон угла в соответствующих им точках Ёи{. При вращении угла 40% —а’6’х’ 
вокруг упомянутой горизонтали, точки ( —&.и(— Г, как точки, лежащие на оси 
вращения, сохранят свое первоначальное положение, точка же х— 2’, т.-е. вер- 
шина данного угла, будет вращаться в плоскости вращения, перпендикулярной 
к оси вращения, радиусом вращения 05—0’2’, из центра вращения о— 0’. 
Найдя, известным пам способом, действительную величину 0х радиуса вращения, 
мы откладываем еб от точки о вдоль по горизонтальному следу плоскости вра- 
шения и, таким образом, получаем точку Х, а соединив ее с точками # и 6, 
построим и сам рассматриваемый угол АХ в его натуральную величину. Точки 
аи 6 во время упомянутого процесса вращения переместятся в точки Аи ВБ, 
на новое положение сторон АХ и ВХ того же угла Х АХВ. 

Та же самая задача может быть решена еще иным способом. Положим, что 
отрезки ах— ах и рх— 6’ (фиг. 834) опять представляют собою стороны угла 
с вершиной его в точке х— %'. Найдем горизонтальные следы С: и С. данных 
отрезков и, соединяя их между с0бою прямою линией, получим треугольник 
6,265 — 6/5’, основание которого с. — с:’с5’ лежит на горизонтальной плоскости 
проекций, вследствие чего торизонтальная его. проекция с, — 65 предсгавляет 
собою действительную величину этого основания. Приведем две другие стороны 
Чд—-еих и ©%—6.л полученного указанным путем треугольника в положение, 
параллельное вертикальной плоскости проекций, и найдем их натуральную величину 


в виде отрезков с!””2’ и 6”. х’ и построим затем означенный треугольник 6:26, 
как таковой, по трем известным его сторонам. Понятно, что в результате угол 
61265 предетавит собою действительную величину угла между данными отрез- 
ками ад— а’ и Ба—6'»х. Попутно следует отметить, что в данном случае 
мы не производили ни вращения, ни совмещения угла, а просто употребили 
чисто теометрический ‘прием. Нахождение на сторонах угла точек А и В, не 
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играющих, впрочем, ни какой роли, настолько просто, что не требует каких-либо 
разъяснений. | 

В заключение покажем еще четвертый способ решения одной и той же 
задачи, заключающийся в двойном повороте определяемого угла. Положим (фиг. 335), 
что опять обрезки 42 —а’2' и 0х —'’ образуют некоторый угол с вершиной его 
в точке х— 47. Так как основание аб — а’6’ треугольника 426 — ах’, подобно 
тому, с которым мы имели дело при предыдушем решении, лежит на горизон- 
тальной плоскости проекций, то сперва повернем весь треугольник вокруг оси 
вращения, проходящей через вершину его а— а’, в положение, при котором гори- 
зонтальная проекция аб основания займет направление 42, параллельное оси 
проекций. В результате этого первого поворота, проекции треугольника займут 
новое положение, а именно: 426, и а’л’0’. После этого приведем раесматри- 


васмый треугольник в состояние, параллельное вертикальной плоскости проекций, 
вращая его для этой цели вокруг его основания 96 —а’Б’. В таком случае как 


сам треугольник, так и угол при вершине его х— 5’ будут проектироваться 
на вертикальную плоскости проекций в их натуральную величину. Понятно, что 
во время второго пропесса вращения, которому будет подвергнут данный тре- 
угольник, точки а—а' и, — 5’ сохранят свое положение, а вершина я — 5, 
его будет перемещаться в профильной плоскости вращения, при чем центром 
вращения будет точка о— о’ на основании аб, —@’6', играющем, в данном случае, 
роль оси вращения. Чтобы найти радиус вращения, совместим профильную пло- 
екость вращения на горизонтальную плоскость проекций, получим точку 2 й, соеди- 
нив ес с точкой о, будем иметь искомую действительную величину радиуса вра- 
щения в виде отрезка от. Так как мы заранее знали, что по выполнении второго 
намеченного поворота в указанных пределах горизонтальная проекция треуголь- 
ника обратится в прямую а, а горизонтальная проекция высоты его— в точку 


02, при чем вертикальная проекция треугольника должна будет даль его нату- 
ральную величину, то, восставив из точки 0’ перпендикуляр к оси проекций 
и отложив на нем отрезок 0’, равный действительной величине радиуса враще- 
ния, мы получим вертикальную проекцию 0’х’ высоты треугольника, а соединив 
точку 2” с точками а’ иб’, будем иметь вертикальную проекцию а’х’’, треуголь- 


ника, на которой угол а’2О0’, представит собою искомую действительную вели- 
чину угла между данными отрезками ар-— ах и би. 


Перейдем теперь к определению углов между прямыми линиями и плое- 
костями. Под углом между прямою линией и плоскостью разумеют тот угол, 
который произвольняя прямая образует со своею проекцией на 
данную плоскость. Так, например (фиг. 336), углом между прямою АВ 
и плоскостью РР будет служить угол АОа =’, образуемый прямою с ее проек- 
цией аб на данную плоскость. Из сказанного становится вполне понятен способ. 
определения истинной величины угла между любыми прямой и плоскостью. Для 
этой цели, необходимо найти точку ветречи данной прямой с плоскостью, 
опустить из произвольной точки этой прямой перпендикуляр на ту же плоскость, 
наити точку встречи его с данной плоскостью и соединить между собой обе упо- 
мянутые точки. Полученный таким путем отрезок и представит собою проекцию 
прямой на данную плоскость, а угол между прямой и ее проекцией их будет 
искомый угол между прямою и плоскостью, после чего останется только, тем или 
иным из вышеописанных способов, определить истинную его величину. Такое построе- 
ние показано на эпюре (фиг. 337). Положим, что требуется определить угол 
между прямою линией 26 — аб’ и плоскостью общего положения Р’рР. Начнем. 
с того, что найдем точку х-—2” вотречи данной плоскости с упомянутой прямой, 
для чего проведем через нее вспомогательную вертикально -проектирующую 
нлоскость (40, затем из точки а—а/ опустим перпендикуляр на плоскость Р’рР 
и тоже найдем точку у— 9’ ветречи плоскости с перпендикуляром, для каковой 
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цели проведем через него вспомогательную вертикально-проектирующую плоскость 
ВВ. Отрезок ху— у’ представит собою проекцию прямой ах—а’х’ на плос- 
кость Р’рР и в таком случае угол аху—а У явится‘ искомым углом между 
данными прямою ар — а’б’ и плоскостью общего положения Р’рР. Для оконча- 
тельного решения задачи нам остается еще только определить истинную величину 
упомянутого угла. Выполнить это можно любым из вышерассмотренных способов, 
мы же, ради простоты и краткости, определим угол аху—@хУ просто, как 
один из углов треугольника АХУ, который построим по действительной вели- 


< 


чине трех его сторон — та, у, и Уа» найденной путем приведения их в поло- 


жение, параллельное горизонтальной плоскости проекций. В построенном, таким 
образом, треугольнике АХУ угол АХУ представит собою действительную вели- 
чину угла между прямою 26 — а” и данной плоскостью общего положения Р’иР, 
а угол АуХ, как видно — прямой, чего и следовало ожидать и что в полной 
мере подтверждает правильность произведенного построения, так как линия 
а/—а у’ перпендикулярна к упомянутой плоскости, а, следовательно, перпенди- 
кулярна и к отрезку ху—=’у/, проходящему через точку у—, или через 
подошву означенного перпендикуляра. Из треугольника АХУ можно видеть 
(фиг. 336), что угол а между данными прямою и плоскостью является дополни- 
тельным до 90° к углу В, образуемому данной прямою АБВ и перпендикуляром 
к плоскости Р’оР, опущенным на нее из точки А упомянутой прямой. Это 
обстоятельетво служит основанием для второго способа определения угла 
между прямою линией и плоскостью, показанного на эпюре (фиг. 388). 
Положим опять, что требуется определить действительный размер угла между 
прямою 46 — а’б’ и плоскостью общего положения Р’рР. Для этой цели опре- 
делим сперва действительную величину угла между прямою аб — а’ и перпен- 
дикуляром ак —а/® к данной плоскости, опущенным на нее из точки ва 
упомянутой прямой, т.-е. действительную величину угла бай —б’а\’. Для этого 
достаточно плоскость, в которой будет находиться упомянутый перпендикуляр 
ай—а/Ё, или вовместить на горизонтальную плоскость проекций, или же, путем 
вращения ее вокруг любой из ее горизонталей, привести ее в положение, парал- 
лельное горизонтальной плоскости проекций. Первый прием указан на фиг. 838, 
а второй — на фиг. 339. По первому способу найдя горизонтальные следы с: 
и © прямой ар —@6б’ и перпендикуляра оф — а’й'’ и соединив их между собою 
прямой линией, мы получим горизонтальный след 90, плоскости ©'90, в которой 
лежат означенная прямая и перпендикуляр. Вертикальный след упомянутой 
плоскости активной роли при решении данной задачи не играет, так это и нет 
надобности его строит. При совмещении плоскости 0'99 на горизонтальную 
плоскость проекций, точки с: и с», как точки, лежащие на неподвижной оеи вра- 
щения данного процесса, сохранят свое положение, точка же @—— а’ будет вращаться 
в плоскости вращения, перпендикулярной к оси вращения, и будет при этом пере- 
мещаться из центра вращения о радиусом вращения 04., который получается 


в виде гипотенузы прямоугольного треугольника с катетами о@ и аа, из которых 


последний равен расстоянию вертикальной проекции а’ данной точки до оси 
проекций. В результате совмещения точка а—а займет новое положение 
в точке А и соединение ее с точками с, и с› даст действительную величину 
угла с, Ас. между прямою аф — а’ и перпендикуляром ай — ай’ в плоскости Р'’уР. 
Угол с.Аа, дополнительный до 90” к углу с Ае› и представит собою действи- 
тельную величину угла между данными прямою а6— а.’ и плоскостью общего 
положения Р’рР. На фиг. 839 показано решение той же самой задачи, при чем 
действительная величина угла между прямою аФ— аб и перпендикуляром 
ак— а! к плоскости Р’рР найдена путем поворота плоскости (’40, в которой 
лежат упомянутые прямая и перпендикуляр (на чертеже не построена), вокруг 
произвольно взятой ее горизонтали ти — ии’ в положение, параллельное гори- 
зонтальной плоскости проекций. Таким образом, был получен угол тАт, угол же 


т.Ал, дополнительный к нему до 90°, представляет собою искомую лействительную 
величину угла между данными прямою аб — а’5’ и плоскостью общего’ положе- 
ния Р’рР- 
Определение истинной величины углов, которые любая прямая образует 
с обоими плоскостями проекций, производится весьма несложным путем. 
Так, например. пусть (фиг. 340) нам дана произвольная прямая аб — @'6' и тре- 
буется найти действительную величину углов, которые она образует с плоскостями 
проекций. Учитывая то обетоятельсто, что углом между прямою и плоскостью 
называется угол, который прямая образует со ‘своей проекцией на данную плоскость, 
для определения угла прямой линии 96—а'6'’ в горизонтальной плоскостью 
проекций, заключим данную прямую 26 —@®’ в горизонтально-проектирующую 
плоскость Р’рР. В таком случае, как известно, горизонтальная проекция аб 
прямой будет лежать на горизонтальном следу рР вспомогательной плоскости. 
Совместив затем эту последнюю на горизонтальную плоскость проекций, мы 
найдем на ней, в этом ее состоянии, прямую АВ, которая образует со своею 
горизонтальной проекцией аб, а, следовательно, и © горизонтальной плоскостью 
проекций— угол а. Не следует при этом думать, как это не редко бывает, что 
к вертикальной плоскости проекций прямая АБ наклонена под углом у; это 
было бы грубой ошибкой, потому что отрезок 2.0), не есть вертикальная проекция 


данной примой, а, следовательно, угол у не представляет собою действительной 
величины угла, образуемого прямою ад — а'6’ с вертикальной плоскостью проекций. 
Для нахождения сего последнего, прямую 46 — а'6'’ заключают (фиг. 341) в верти- 
кально-проектирующую плоскость (9@ и совмешают ее на вертикальную плоскость 
проекций. В таком случае, прямая АВ ‚образует со своею вертикальной проекцией 
а’0’, а, следовательно, и с вертикальной плоскостью проекций угол В, получаемый. 
на пюре в его натуральную величину. Относительно угла 0 сохраняется в силе 
то же замечание, которое было приведено выше, по отношению к углу у. Та же 
самая задача может быть решена (фиг. 342) и еше более простым способом, 
которым мы ранее пользовались для определения действительной длины произ- 
вольным образом заданных прямых, а именно, путем попеременного поворота 
прямой 26 — аб’ в положение, параллельное сперва одной, а потом — другой 
из плоскостей проекций. Когда прямая параллельна вертикальной плоскости 
проекций, то вертикальная ее проекция представляет собою действительную вели- 
чину прямой, а угол, который эта ее вертикальная проекция образует © осью 
проекций, дает истинный размер угла между означенной прямой и горизонталь- 
ной плоскостью проекций. То же самое, но в обратном порядке, справедливо 
и по отношению к прямой, параллельной горизонтальной плоскости проекций. На этом 
основании, повернув прямую а6 — @6' вокруг оси, перпендикулярной к горизон- 
тальной плоскости проекций и проходящей через точку 6—6’ ее в положение, 
параллельное вертикальной плоскости прсекций, при котором ее проекции изобра- 
‘зятся отфезками аб и а’5’, мы определим угол а, образуемый данной прямой 


с горизонтальной плоскостью проекций, и, проделав подобное же вращение прямой 
вокруг оси, проходящей через точку а — а’ ее и перпендикулярной к вертикаль- 
ной плоскости проекций, т.-е. приведя прямую в положение аб, —а’6’, парал- 
лельное горизонтальной плоскости проекций, мы получим цействительную вели- 
чину угла 0, образуемото данной прямой с вертикальной плоскостью проекпий. 
Лля большей наглядности, прямая 40— а’ на эпюрах (фиг. 340, 341 и 342) 
взята одна и та же, т.-е. е одинаковым относительным расположением ее проекций, 
благодаря чему, в случае правильного решения задачи, размеры углов аи В, 
образуемых упомянутой прямой с плоскостями проекций, найденные обоими 
©пособами, должны быть попарно точно равны между собой. В том случае, если 
(фиг. 343 и 344) рассматриваемая прямая аб — а’6’ произвольным образом задана 
в профильной плоскости Р’рР, то для определения углов, образуемых прямою 
< плоскостями проекций, достаточно совместить профильную плоскость на любую 
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из плоскостей проекций. В таком случае, обе проекции прямой лежат на одно- 
именвых следах плоскости и углы, которые прямая образует с сими последними, 
соответствуют углам наклона ее по отношению К плоскостям проекций. Относи- 
тельно углов, образуемых любою прямой с обеими плоскостями проекций, еле- 
дует заметить, что сумма их всегда меньше 90°, за исключением того случая, 
когда заданная прямая лежит в профильной плоскости. При последнем условии 
сумма этих углов равна 90°. Убедиться. в справедливости настоящего замечания 
нетрудно. Положим (фиг. 345), что мы имеем отрезок АВ, который, булучи про- 
должен в обе стороны за точки А и В, пересекает плоскости проекций, т.-е. 
получает свои следы в точках С и ДП. Шо следам прямой ОД, построим ее 
проекции СЯ и ©’Л. Обозначим углы, которые прямая СЛ) образуе® в плоскостями 
проекций, т.-е. со ввоими на них проекциями, через 4 и 2, а углы, ‘которые она 
образует с проектирующими линиям Сс' и Ла, черезу и д. Из прямогуольнго тре- 
угольника 04) мы будем иметь: « —- В = 90°. Из того же чертежа ясно видно, что 
В < =, так как в прямоугольных треугольниках. 0с’С и Дас угол В лежит 
против перпендикуляра с”С, а угол 0д—-против наклонной 4С к оси проекций. 
Если /В<-_ 9, то очевидно, что сумма углов, образуемых прямою с обеими 
плоскостями проекций, т.-е. С а- < В, будет < 90°. Из сказанного можно сделать 
заключение, что угол, образуемый данной прямой с ее проекцией 
на плоскость проекций, меньше всякого другого угла, образуе- 
мого тою же прямой с любой прямой, лежащей в той же плос- 
кости проекций и проходящей через след данной прямой. На 
эпюре (фиг. 346) показана прямая, лежащая в профильной плоскости, при чем 
лено можно видеть, что сумма углов, образуемых ею с обеими плоскостями 
проекций, равна 90°. | 

Определение угла между двумя плоскостями сводится к опреде- 
лению действительной величины двугранного угла, образуемого этими 
плоскостями. Так как из стереометрии нам известно, что линейный угол любого 
двугранного угла лежит в плоскости, перпендикулярной к ребру такового, то вполне 
понятен будет следующий порядок определения угла между двумя плоскостями: 
сперва находят ребро упомянутого двугранного угла, т.-е. линию пересечения 
данных плоскостей, затем через произвольную точку сей последней проводят 
плоскость, к ней перпендикулярную, которая и явится плоскостью, содержащей 
в себе необходимый нам линейный угол. Сторонами этого линейного угла будут 
служить линии пересечения последней плоскости с обеими заданными плоскостями 
или следы ее на таковых. Построив, указанным путем, линейный угол тем или 
иным из известных уже нам способов, определяют его истинную величину, которая 
вместе с тем будет искомой действительной величиной угла между обеими дан- 
ными плоскостями. Поясним все сказанное соответствующими чертежами. Поло- 
жим (фиг. 347), что нам даны/две плоскости общего положения РР и ('90. 
Из того обстоятельства, что одноименные следы означенных плоскостей взаимно. 
пересекаются в точках Си ЛД, можно заключить, что и обе данные плоскости 
пересекаются между собой, при чем линией их пересечения будет служить 
прямая С). По отношению к двугранному углу, образуемому обеими взаимно 
пересекающимися плоскостями Р’»Р и ('90, линия СР будет играть роль его 
ребра. Теперь надо построить линейный угол двугранного ‘угла, образуемого 
обеими плоскостями. Для этой цели, через произвольную точку 0, взятую 
на горизонтальной проекции С’ линии их пересечения, проведем линию, пер-. 
пендикулярную к таковой. Означенная линия, пересекая торизонтальные следы 
Рр и 04 рассматриваемых плоскостей в точках 5 и у, представит собою горизон- 
тальный след плоскости, периендикулярной к ‘ним обеим. Лля того же, чтобы 
найти линии пересечения ее © таковыми или, собственно говоря, стороны 
искомого линейного: угла, изображающего двугранный угол, образуемый плоско- 
стями РР и 0’90, из точки о на линию СР опустим перпендикуляр об и точку © 
соединим с точками х и 9. В таком случае угол бу и будет искомым линейным _ 


ее 


\ 


углом двугранного угла между обеими данными плоскостями. Найдя действитель-‘ 
ную величину угла 269, мы окончательно решим задачу. Для этой цели совме- 
стим плоскость линейного угла на горизонтальную плоскость проекций, вращая 
ее для этого вокруг ее горизонтального следа 2—9. Точки 2 и у во время озна- 
ченного процесса не изменят своего положения, а точка ©, вращаясь в плоскости 
вращения РАС, перпендикулярной к оси вращения, радиусом вращения 05, 
по окончании совмещения переместится в точку 6., на горизонтальной плоскости 
проекций. Соединяя точку 5, с точками 2 и у, мы в виде угла 28 и будем 
иметь действительную величину угла между двумя данным пересокающимися 
плоскостями общего положения РР и (90. 

Решая ту же задачу на эпюре (фиг. 348), мы уже не будем иметь самой 
линии пересечения ОЛ) обеих упомянутых плоскостей, как таковой, а только ее 
проекции СЯ и с‘), но это не изменит общего хода решения. Точно также, 
проводя через произвольную точку о на горизонтальной проекции О линии 
пересечения данных плоскостей прямую, перпендикулярную к сей последней, мы 
в виде отрезка х—м/ получим горизонтальный след плоскости линейного угла, 
которым измеряется определяемый нами двугранный угол между плоскостями Р’рР 
и 0'90. Для того же, чтобы найти вершину © упомянутого угла или, другими 
словами — высоту 06 того треугольника, ‘угол которого, при вершине его 5, 
равняется искомому линейному углу определяемого двугранного угла, совместим 
торизонтально-проектирующую плоскость В’”А, при помощи которой была найдена 
горизонтальная проекция Са линии пересечения обеих плоскостей, на горизон- 
тальную плоскость проекций. В этом ее положении, мы построим самобё линию 
пересечения (1), данных плоскостей, как таковую, и, опустив на нее перпендику- 


ляр из точки о в виде отрезка 08, будем иметь нужную нам высоту упомянутого 
треугольника в ее натуральную величину. После этого, подобно тому, как это 
было уже проделано на фиг. 347, совместим плоскость линейного угла на гори- 
зонтальную плоскость проекций, вращая ее для этой цели вокруг ее горизон- 
тального следа 2—9. В результате означенного совмещения точки хи 9 сохра- 
нят свое первоначальное положение, а вершина 5 линейного угла, вращаясь 
в плоскосги вращения, перпендикулярной к оси вращевия означенного процесса, 
радиусом об переместится в точку 5, на горизонтальный след плоскости вра- 


щения, который в данном случае совпадает с горизонтальной проекцией Са 
линии пересечения рассматриваемых плоскостей. Соединяя точки 2 и 9 © точкой 
5, мы получим угол 25 у, который и предетавит собою действительную вели- 
чину угла между’ заданными плоскостями общего положения Р’рР и (96. 
Другой чрезвычайно удобный способ определения угла между двумя пере- 
секающимиея плоскостями ‘основан на известной теореме стереометрии, глася- 
щей, что: „если из произвольной точки внутри двугранного 
угла опустить перпендикуляры на плоскости, его образующие, 
то угол между этими перпендикулярами будет служить дополни- 
тельным до 180’к линейному углу данного двугранного угла“. 
Способ этот является особенно пригодным в лех случаях, когда, в силу тех 
или иных условий, построение линии, пересечения плоскостей, образующих 
определяемый двугранный угол, оказываетея довольно сложным. С такого рода, 
явлением нередко приходится встречаться в тех случаях, когда следы данных 
плоскостей пересекаются вне пределов чертежа, или если. сами плоскости 
бывают заданы’ не следами, а какими-либо другими их элементами. Ради 
- большей наглядности и для проверки первого из рассмотренных способов только 
что предложенным вторым—сей последний на эпюре’ (фиг. 349) применен 
‹к определению угла между теми же самыми плоскостями общего положения 
Р'’уР.и (90, © которыми мы имели дело на предыдущем чертеже (фиг. 848). 
Одноименные следы данных плоскостей, как видно из обеих эпюр (фиг. 348 
и 349), попарно параллельны друг другу. В данном случае (фиг. 349) 


® 


и 


нам не приходится строить проекции линии пересечения плоскостей РР 
и (90, а просто из произвольной точки 5—5", взятой внутри двугранеого 
угла, ими образуемого, мы опускаем на каждую из них по перпендикуляру; 
а именно: перпендикуляр за—5'а' на плоскость Р’рР и перпендикуляр 40—''— 
на плоскость ©’4@. Нет даже налобности находить точки вотречи упомянутых 
перпендикуляров с обеими плоскостями. Полученный таким путем угол а80—а'5'5' 
сразу представляет собою тот угол, который, как было сказано выше, является 
дополнительным до 180” к углу между данными плоскостями. Нам останется 
только найти действительную величину угла а56—а’5'6', для каковой цели мы 
сперва построим плоскость этого угла, или другими словами, плоскость, в которой 
лежат упомянутые перпендикуляры к данным плоскостям, его образующие, и затем, 
эту плоскость или совместим на любую из плоскостей проекций, или же при- 
ведем ее в положение, одной из них параллельное. На эпюре (фиг. 349) упо- 
треблен последний прием, а именно: плоскость упомянутого угла 486—а'з'6', 
путем вращения ее вокруг горизонтали ху—29', приведена в состояние, парал- 
лельное горизонтальной плоскости проекций. Горизонтальная проекция 25, озна- 


ченного угла, в этом ее положении, как известно, представит собою действи- 
тельную величину угла между перпендикулярами за—5'а' и $6—5'6'. Продолжив 
затем сторону уз, упомянутого угла, мы получим угол 25°, для которого угол 
хз,у служит лополнением до 180” и который и явится искомым углом между 


заданными плоскостями в его натуральную величину. Правильность решения задачи 
в обоих случаях подтверждается тем обстоятельством, что найденные двумя раз- 
личными способами углы между плоскостями РуР и (9 измеряются точно 
одним и тем же числом градусов. 


В том случае, когда пересекающиеся плоскости, угол между которыми 
необходимо определить, являются обе горизонтально-или обе же вертикально- 
проектирующими (фиг. 350 и 351), решение задачи не требует никакого доба- 
вочного построения. Угол, образуемый такими плоскостями, будет измеряться: 
в первом случае-—углом 1029 между их горизонтальными, а во втором — углом 
ру4— между их вертикальными следами, так как в обоих случаях, каждый раз, 
одна из плоскостей проекций будет служить плоскостью линейного угла того 
двугранного угла, который образует данные плоскости, при чем упомянутый 
линейный угол, в обоих случаях, очевидно, сразу имеется в его натуральную 
величину. 

На эпюре (фиг. 352) показано определение угла между двумя плоскостями, 
из которых первая—Р’рР—горизонтально, а вторая — 494—вертикально-проекти- 
рующие. Способ решения задачи тот же, что и на эпюре (фиг. 348). Правиль- 
ность построения пояснена пространственным изображением той же самой задачи 
на фиг. 353. 

Котда требуется определить углы, образуемые какою либо плоскостью 
общего положения с плоскостями проекций, то поступают таким же 
образом, т.-е. строят соответствующие линейные углы двугранных углов, которые 
данная плоскость образует с обеими плоскостями проекций, а затем находят их 
натуральную величину. Так, например, положим (фиг. 354), что необходимо 
определить углы наклона плоскости общего положения Р’»Р по отношению 
к плоскостям проекций. Плоскость линейного угла, которым измеряется двугран- 
ный угол между плоскостью Р’уР и горизонтальной плоскостью проекций, должна 
быть перпендикулярной к обеим означенным плоскостям. Плоскостью, перпенди- 
кулярной к горизонтальной плоскости проекций, будет любая горизонтально- 
проектирующая плоекость, но при этом одновременно перпендикулярной ик плос- 
кости РР она будет только в том случае, если горизонтальный след 9@ ее 
будет перпендикулярен к горизонтальному следу рР сей последней. Построив, 
указанным ©1060бом, вепомогательную горизонтально-проектирующую плоскость 
('40, мы получим плоекоеть нужного нам линейного угла. Стороны этого линей- 


г в 


ного угля представят собою линии пересечения плоскости (90 с плоскостью 

'рР и с гориэонтальной плоскостью пооекций, а вершина его будет лежать 
в точке пересечения упомянутых линий на горизонтальном следу рР данной 
плоскости. Построив означенный линейный угол 164, совместим плоскость (0/90 
на любую из плоскостей проекций, положим—на горизонтальную. В таком случае, 
угол Ю.с@ между самою линией с пересечения рассматриваемых плоскостей 


и горизонтальным следом 44 вспомогательной плоскости @’4@, представляя собою 
действительную величину линейного угла, определяемого двугранного —даст точное 
измерение угла @, образуемого плоскостью Р”’рР с горизонтальной плоскостью 
проекций. Описанное построение указано на эпюре (фиг. 355). Тем же самым 
путем (фиг. 356), но при помощи вертикально-проектирующей плоскости А“”К, 
перпендикулярной к плоскости Р'рР, найден угол В, образуемый сею последней 
с вертикальной плоскостью проекций. На эпюре (фиг. 357) показан другой епособ 
решения той же задачи, а именно, способ уже рассмотренный нами ранее на 
эпюре (фиг. 349), примененный на ней для определения угла, образуемого двумя 
взаимно пересекающимися плоскостями РР и (90. В данном случае, для того, 
чтобы определить угол наклона плоскости общего положения (@’РО к горизон- 
тальной плоскости проекций, мы тоже из произвольной точки О— О’, взятой внутри 
трехгранного угла, образуемого плоскостью Р'’р.Р с обеими плоскостями проекций, 
опустим как на горизонтальную плоскость проекций, так и на плоскость Р’рР 
по перпендикуляру. Горизонтальная проекция 0% первого из упомянутых пер- 
пендикуляров (к горизонтальной плоскости проекций) обратится в одну точку 
двойного наименования, а вертикальная его проекция о’х’ будет перпенди- 
кулярна к оси проекций. Проекции оу и 0’/’ перпендикуляра к плоскости Р’рГ 
должны быть перпендикулярны к одноименным следам ее рР и рР”’. Угол 
20у—20’/’ между означенными перпендикулярами будет дополнительным до 180° 
к углу между плоскостью РГ’рР и горизонтальной плоскостью проекций. Для 
окончательного решения задачи останется еще только определить действительную 
величину угла 207—270’, что и выполняется путем приведения означенного 
угла в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций. Осью вращения 
упомянутого процесса вращения служит сторона 0%—0'2' рассматриваемого угла. 
В результате вращения точка у перейдет В точку у, а точка У’ займет новое 


положение у’. Угол 2'0'/' представит собою действительную величину угла между 


пернендикулярами 02—0'=' и оу—0’’, который, как было сказано выше, является 
дополнительными до 180” к углу а между плоскостью Р'’уР и горизонтальной 
плоскостью проекций. Тем же способом определен угол 6, который данная плос- 
кость РГ’рР образует с вертикальной плоскостью проекций. Лля этой пели, из 
той же точки о—0’ был опущен перпендикуляр о2—0'’=’ на вертикальную плос- 
кость проекций, была найдена действительная величина 2095 угла 20у—2’0’у’ 
между периендикулярами 02—0’2’ и 0у—0'/’ и так как нам известно, что этот 
угол является дополнительным до 180” к углу между плоскостью Р’рР и верти- 
. вальной плоскостью проекций, то упомянутый угол 6 получился на чертеже 


сам собою. 


Мы уже видели ранее, что углы наклона горизонтально и вертикально- 
проектирующих плоскостей по отношению к плоскостям проекций измеряются 
теми углами, которые их соответствующие следы образуют с осью проекций. 
На этом явлении основан чрезвычайно простой способ определения углов между 
произвольной плоскостью и плоскостями проекций. На чертеже (фиг. 858) мы 
имели вертикально-проектирующую плоскость Р’рР, угол наклона которой к гори- 
зонтальной плоскости проекций измеряется углом а между ее вертикальным 
следом Р’р и осью проекций. На чертеже (фиг. 359) дана плоскость общего поло- 
жения (’00 и требуется определить углы, образуемые ею с плоскостями про- 
екций. Лля этой цеди, данную плоскость (90 преобразуем последовательно, 
сперва в вертикально, а затем в горизонтально-проектирующую. Проделать это можно 


у 


путем весьма несложного процесса вращения. Будем вращать плоскость (9® 
вокруг оби 0'/’, взятой на вертикальной плоскости проекций и перпендикулярной 
к оси проекций, до тех пор, пока горизонтальный ее след 0@ не займет поло- 
жения 449, перпендикулярного к оси проекций. При таком положенни горизон- 


тального следа плоскоети, она обратится в вертикально-проектирующую и угол 
наклона ее к горизонтальной плоскости проекций будет равен углу, образуемому 
новым направлением ее вертикального следа 4,4” © осью проекций. Упомянутый 


поворот плоскости выполняется следующим образом: из точки 0’ опускают пер- 
пендикуляр о’ на горизонтальный след 900 ее и затем, радиусом 0’ переносят 
точку Л на ось проекций в точку 4, из которой затем восставляют к оси проекций 


перпендикуляр 9,@, представляющий собою новое положение горизонтального 


следа повернутой плоскости. Точка я’ пересечения оси 0’/'’ описываемого процесса 
вращения, с вертикальным следом 4’ вращаемой плоскости, в результате пово- 
рота, сохранит свое первоначальное положение, благодаря чему, соединяя точку 4, 


с точкой и’, получают линию 4,@,, представляющую с0бою вертикальный след 


0 
данной плоскости в ее новом повернутом положении. Таким образом, плос- 
)! Я / 
кость @0'4О преобразуется в вертикально-проектирующую @’, 44, при чем угол 
наклона ее к горизонтальной плоскости проекций остался неизменным и, как 
видно, измеряется углом а между новым положением ее вертикального следа 9.6. 


и осью проекций. Все описанное построение приведено на эпюре (фиг. 360). 
На том-же чертеже указано определение угла 8, под которым плоскоеть (40 
наклонена к вертикальной плоскости проекций. Для этой цели, плоскость @'94 
была преобразована в горизонтально-проектирующую— А’”А путем вращения 
ее вокруг оси 05, взятой на горизонтальной плоскости проекций и перпенди- 
кулярной к оси проекций. 

В заключение настоящей тлавы об углах, решим еще несколько задач 
правда, более или менее теоретического свойства, но неумение справиться 
с которыми может иногда вести к нежелательным затруднениям при выполнении 
ряда построений и чисто прикладного характера. 

Задача 1-ая. Построить геометрическое место точек, распо- 
ложенных на равном расстбянии от двух данных пересекаю- 
щихся прямых. 

При решении, подобного рода задач, необходимо предварительно основа- 
тельно вдуматься в сущность таковых и мысленно, отчетливо представить себе, 
что должно изображать собою искомое „геометрическое место“ Так как 
двумя пересекающимися прямыми вполне определяется проходящая через них 
плоскость, то следовательно, в этой, таким образом, точно устанавливаемой плос- 
кости, искомое геометрическое место явится ‚„равноделящей“ или „бисек- 
трисой“ угла, образуемого данными прямыми, а в пространстве оно составит 
плоскость, проходящую через упомянутую равноделящую и перпендикулярную 
к плоскости означенного угла. Перейдем теперь к решению задачи на эпюре. 
Положим (фиг. 361), что нам даны две, пересекающиеся в точке 0—0’ прямые 
—@/6' и —® и требуется построить геометрическое место точек равно- 
удаленных от таковых. Сперва построим, упомянутую выше, равноделящую 
угла 20—а’ 0’. Для этого проводим горизонталь ху—4’у' плоскости, проходящей 
через оба данные отрезка и вращая ее вокруг этой горизонтали, найдем «Ву— 
действительную величину угла хВу— 2’6’у’. Разделив угол хВу пополам, получим 
бисектрису его Вг, а приведя плоскость угла в ее первоначальное положение, 
будем иметь 67 и Б’г’ проекции ее. 

Затем, чтобы построить плоскость, проходящую через упомянутую равно- 
делящую 62—0'2’ угла между данными отрезками и перпендикулярную в его 
плоскоети, из произвольной точки равноделящей, положим, из точки Ь— 6" ее, 
восставим перпендикуляр к плоскости угла х6у— у". Горизонтальная проекция ро 
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упомянутого перпендикуляра (ее строить нет надобности — она, уже готова) должна 
быть перпендикулярна к горизонтальной проекции 2у горизонтали рассматри- 
ваемой плоскости, а вертикальная его проекция Бо — перпендикулярна к верти- 
кальной проекции а’з’ вертикали 5—5’ той-же плоскости. В конечном резуль- 
тате плоскость, определяемая двумя новыми, пересекающимися в точке 5’ 
отрезками 60—60’ и 62—62’, т.-е. плоскость, проходящая через равноделящую 
22—6'2’ угла, образуемого данными отрезками 26—@6’ и № Ки через линию 
60—0'01', к плоскости этого угла перпендикулярную, и представит собою искомое 
геометрическое место точек, находящихся в пространстве на равном расстоянии 
от обоих заданных пересекающихся отрезков 1). 

Задача 2-ая. Построить геометрическое место прямых линий, 
проходящих через данную точку и составляющих данный угол 
содною из плоскостей проекции. 

Нетрудно сообразить, что геометрическое место прямых, расположенных 
заданным образом, представит собою некоторую кони ческую поверхность, 
по отношению к которой данная точка будет служить ее вершиной, а все 
отдельные прямые будут играть роль ее образующих. Действительно, положим 

(фиг. 362), что требуется построить геометрическое место прямых линий, про- 
ходящих через точку 5—5’ и образующих угол ас горизонтальной плоскостью про- 
екций. Проведем через точку +’—5’ первую прямую за -5’а’ под углом а в гори- 
зонтальной плоскости проекций так, чтобы ее горизонтальная проекция ах была 
параллельна оси проекций. При таком условии, сама прямая будет параллельна 
вертикальной плоскости проекций и угол а, образуемый ею с горизонтальной 
плоскостью проекций, будет проектироваться на нее в его натуральную величину. 
Обозначим линию, проектирующую точку $ на горизонтальную плоскость проекций, 
через х0—5'0'; горизонтальная ее проекпия будет точка 05, двойного наимено- 
вания, а вертикальная — отрезок 50’, перпендикулярный к обв проекций. 
Для того, чтобы все другие линии +#— 5/0", $е—5'6', 34—5'4' ит. д., проходя через 
точку 3—5’, были-бы наклонены к горизонтальной плоскости проекций под одним 
и темже углом @, т.-е. отвечали-бы требованиям задачи, необходимо, чтобы точки 
их 0—1, сс, Ч—@' ит. д. вое отстояли на равном расстоянии от точки о— 0’. 
Отсюда очевидно, что геометрическое место перечисленных точек представит 
собою окружность радиуса оа—о'а', с центром её в точке о—0'. Отрезок 08—0'$', 
но отношению к геометрическому месту прямых, проходящих через точку 3—5' 
и образующих угол а с горизонтальной плоскостью проекций, которое, очевидно, 
будет поверхностью прямого круглого конуса, явится его высотою, совцадающей, 
в данном случае, с его осью. Геометрическое место точек а—@’, 6—', с—е,, 
/—4' и т. д. будет служить основанием упомянутого конуса. На эпюре (фиг. 363) 
изображен подобный-же конус, боковая поверхность которого предетавляет собою 
геометрическое место прямых линий, проходящих через точку 5—5 и образую- 
щих определенный угол В с вертикальной плоскостью проекций. 

Задача 3-я. В данной плоскости, через данную точку, провести 
прямую, образующую с одною из плоскостей проекций данный 
угол. 

Положим (фиг. 364), что через точку 5—5, данную на плоскости общего 
положения Р’рР, требуется провести прямую линию, образующую с горизон- 
тальной плоскостью проекций определенный угол 2. Понятно, что угол В не может 
быть больше угла а, под которым плоскость Р’иР наклонена к горизонтальной 
плоскости проекций. Точка $—5' на данной плоскости может быть взята любым 
способом: или задаются какой-либо прямой, лежащей в плоскости и строят про- 


`) Ради большего углубления в сущность вопроса и с целью проверки построения, 
Учащимся рекомендуется найти следы отрезков 60 —0'0.' и 62—62" и, проведя через них 
следы плоскости, представляющей собою искомое геометрическое место, убедиться в том, 
Что следы этой плоскости пересекутся неп ременно на оси проекций. 
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екции этой прямой по ее следам, а на проекциях прямой берут проекции точки, 
пли-же задаются таковыми на проекциях произвольной горизонтали или верти- 
кали плоскости Р’уР. На эпюре (фиг. 364) точка з—5' взята на произвольной 
горизонтали данной плоскости. Затем через точку *—5' проводят прямую 3%—8'7, 
параллельную вертикальной плоскости проекций и образующую с горизонтальной 
плоскостью проекций данный утол 6. При таком положении прямой 52—5'я, 
угол этот проектируется на вертикальную плоскость проекций в его натуральную 
величину. Путем вращения линии з7—5'2’ вокруг оси 30—5'0', перпендикулярной 
к горизонтальной плоскости проекций и проходящей через точку з—5', образуется 
коническая поверхность с вершиной ее в упомянутой точке $—5', образующие 
которой наклонены под заданным углом В к горизонтальной плоскости проекций. 
Линии пересечения означенной конической поверхности с плоскостью Р’рР и пред- 
ставят собою искомые линии, проходящие в данной плоскости Р'’рР через данную 
в ней точку 5—5 и образующие с горизонтальной плоскостью проекций данный 
угол В. Таких линий, очевидно, будет две, а именно: линии @4$—а'5’ и 08—6'5.. 
Если бы, вместо линии з7— 57’, за исходную линию была взята линия $2—5'2', 
образующая с горизонтальной плоскостью проекций угол у, больший нежели 
угол а наклона данной плоскости к горизонтальной плоскости проекций, то кони- 
ческая поверхность, получающаяся в результате вращения линии $2—8'2' вокруг 
той же оси, не пересекла бы плоскость Р’эР, что послужило бы указанием 
на то обстоятельство, что в упомянутой плоскости нельзя построить прямую, 
образующую с горизонтальной плоскостью проекций, неправильно заданный угол у. 
Угол а, наклона плоскости Р’рР к горизонтальной плоскости проекций найден 
одним из указанных выше приемов. Предельным углом наклона к горизонтальной 
плоскости проекций, под которым в плоскости Р’рР через точку з—5' еще может 
быть проведена прямая линия, как раз и будет угол @, который данная плос- 
кость образует с горизонтальной плоскостью проекций. Коническая поверхность, 
получающаяся в результате вращения прямой 0у—0'/’ вокруг упомянутой оси 
05—0'5', в данном случае не пересечет плоскость Р’рР, а будет в таковой каса- 
тельна, по своей образующей 5 —5'у/., которая, таким образом, тоже будет 
лежать в плоскости Р’уР и, находясь в сей последней, будет наклонена к гори- 
зонтальной плоскости проекций под заданным углом а. 

Задача 4-ая. Через данную точку провести прямую, которая 
составляет определенные заданные углы с обеими плоско- 
стями проекций. 

Положим (фиг. 865), что через точку 5—5’ требуется провести прямую, 
образующую угол а с горизонтальной—и ‘угол В с вертикальной плоскостями 
проекций. Заметим предварительно, что задача эта возможна только при условии, 
что: Га В< 90°. На основании предыдущей. задачи, мы знаем, что под- 
углом а к горизонтальной плоскости проекций будут наклонены все образующие 
конической поверхности, которая имеет вершину в данной точке з—5' и верти- 
кальная проекция 5'а’ основной образующей которой в положении ее, парал- 
лельном вертикальной плоскости проекций, образует с осью проекций данный 
угол а. Упомянутая образующая за—8'а’ означенной конической поверхности, 
при этом ее положении, как известно, проектируетея на вертикальную плоскость 
проекций в ее натуральную величину. Для того же, чтобы построить верти- 
кальную проекцию той же образующей, при котором она будет наклонена под 
углом В к вертикальной плоскости проекций, построим временно новую ось 
проекций, проходящую через точку 5’ и составляющую © вертикальной про- 
екцией 5а’ упомянутой прямой данный угол В. Спроектировав на новую о6ь 
проекций прямую 5'а', мы получим отрезок 5%, который и представит собою 
искомый размер вертикальной проекции той же самой образующей в том ее поло- 
жении, когда она будет наклонена к вертикальной плоскости проекций под задан- 
ным углом р. Теперь, когда указанным приемом определен размер вертикальной 
проекции прямой, проходящей через точку $—5' и, составляющей с плоскостями 
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проекций заданные углы а и В, из точки 5', как из центра, радиусом равным 
отрезку 5'а, опишем некоторую дугу, которая пересечет ось проекций в двух 
точках д’ и 9, которым на горизонтальной проекции направляющей окруж- 
ности упомянутой конической поверхности будут попарно соответствовать четыре 
точки: ди иуи 9. Соединяя все четыре перечисленные точки © точкой $, 
мы получим горизонтальные проекции 3%, 2, 5) и $), четырех прямых, про- 
ходящих через данную точку з—5’ и составляющих с плоскостями проекций 
заданные углы а и 2. Вертикальные проекции означенных прямых попарно 
совпадут и изобразятся в виде двух отрезков $ и $’. Все четыре прямые, 
являясь образующими одной и той же конической поверхности, отвечают усло- 
виям задачи. На эпюре (фиг. 365) принято было, что а-- В < 90°, а, именно, 
было допущено, что ха = 60°, а угол В= 20°. В результате решения задачи 
была проделана проверка правильности произведенного построения. Для этой 
цели через любую из четырех линий, например, через прямую 8%—8'х', была 
проведена сперва горизонтально-проектирующая плоскость ()'90, а потом— верти- 
кально-проектирующая плоскость А’”Ё. Пучем совмещения первой из них на 
горизонтальную, & второй—на вертикальную плоскости проекций были опре- 
делены углы 555 и тб, образуемые прямою 57—5'л’ © обеими плоскостями 
проекций, которые и оказались точно равными: первый— 60°, а второй—20°. 
Если бы основным условием задачи было построение прямой, проходящей 
через ту же точку 5—5’, но составляющей с плоскостями проекций такие углы ® 
и 0, сумма которых равна 90°, то (фиг. 366) путем построения, ‚аналогичного 
предыдущему, мы в результате будем вынуждены заключить, что таких прямых 
через точку 3—5’ можно провести только две, а именно; зх— 5х’ и зу—5у,, 
при чем обе они должны быть расположены в профильной плоскости. 
Задача 5-ая. В данной плоскости, черезданную точку, провести 
прямую, равнонаклоненную к обоим паоскостям проекций. 
Предварительно заметим, что на эпюре равнонаклоненноеть какой-либо прямой 
к обеим плоскостям проекций внешним образом будет выражаться особыми 
характерными признаками, & именно: если подобная прямая всецело заключена 
в какой-либо из углов пространства (фиг. 366а), то проекции ее будут взаимно 
параллельны, если же такая прямая является входящей в тот или иной из углов 
пространства (фиг. 367), то обе проекции ее образуют с осью проекций одинако- 
вые углы. Как в том, так и в другом случае оба следа подобных пря- 
мых отетоят на равном расстоянии от оси проекций. 
Положим теперь (фиг. 368), что через точку 5—5 на плоскости Р'’рР тре- 
буется провести прямую, равнонаклоненную к обеим плоскостям проекций. Для 
этой цели построим сперва в плоскости Р'’рР вообще какую-либо прямую, равно- 
наклоненную к обеим плоскостям проекций, а затем уже через данную точку $—5' 
проведем вторую прямую, параллельную первой, которая, таким образом, и будет 
отвечать условиям задачи. Чтобы построить упомянутую первую прямую, зада- 
димся каким-либо одним ее следом, положим горизонтальным—С на одноимен- 
ном следу р.Р данной плоскости, а затем, для того, чтобы найти вертикальный 
след этой прямой, которая, лежа в плоскости Р’рР, была бы при этом равно 
наклонена к обеим плоскостям проекций, нам надо построить этот вертикальный 
след 0) прямой на вертикальном следу р’ плоскости так, чтобы он отстоял 
от оси проекций на том же растоянии, на каком от нее удален горизонтальный 
ее след С. Для этого употребим следующий прием. Из точки С, произвольным 
образом взятой на горизонтальном следу рР плоскости, опустим на ось проекций 
перпендикуляр Сс’, продолжим его выше оси проекций и отложим от точки с’ 
отрезок с’х, равный отрезку Сс’. Проведя затем через точку х линию, парал- 
лельную оси проекций, в точке пересечения ее с вертикальным следом РР” плос- 
кости, получим искомый вертикальный след /) образцовой прямой. По следам О 
и Л прямой ностроим обе С4— горизонтальную и с'р — вертикальную ее про- 
екции, которые, как и следовало ожидать, оказываются параллельными одна 
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другой. Если теперь через точки 3 и $’ провести отрезки, соответственно парая- 
лельные одноименным проекциям первой линии, то мы и получим проекции С, 
и с) искомой второй прямой, которая, находясь в плоскости РР и проходя 
в ней через заданную точку *—5', образует одинаковые углы с обеими плос- 
костями проекций. На том же чертеже фиг. 368 показана проверка решения 
задачи путем определения углов, которые полученная описанным образом 
прямая С,4—С образует с плоскостями проекций. Для этой цели через 
упомянутую прямую были проведены сперва горизонтально-проектирующая @'90, 
а потом —вертикально-проектирующая В’ плоскости, которые затем были 
совмещены, первая—на горизонтальную, а вторая—ва вертикальную плоскости 
проекций. Оба найденные таким приемом угла 02,04 и ОЛ», которые 
означенная прямая образует с плоскостями проекций, оказались точно равными 
один другому. ь 

Не менее просто, та же самая задача решается и в том случа (фиг. 869), 
когда плоскость бывает, задана не следами ее, а двумя пересекающимися отрез- 
ками, положим 22—40’ и 20#—Б'\'. Пусть через точку $--5', заданную на плос- 
кости, определяемой упомянутыми отрезками, необходимо провести прямую, 
равнонаклоненную к обеим плоскостям проекций. В таком случае нужная нам 
вспомогательная прямая, равнонаклоненная к плоскостям проекций, строится ` 
таким образом: продолжают проекции обоих отрезков до взаимного пересечения 
их в точках х—' и у, благодаря чему и получают проекции 2—9 и я 
вспомогательной прямой, которые, очевидно, параллельны между собою, так как 
они совпадают одна с другою и следы которой равно удалены от оси проекций, 
или скорее, — совершенно не удалены от сей последней, так как оба—сливаются 
в одну точку С—/1) на оси проекций. Если теперь. через точки $ и з' провести 
линии, параллельные проекциям вспомогательной прямой 2у—%у, то в виде 
отрезков ий и т’ и будут получены проекции искомой прямой, которая 
в данной плоскости проходит через заданную в ней точку *—*' и при этом 
оказывается равнонаклоненной к обоим плоскостям проекций. 

Задача 6-ая. Через данную точку провести плоскость, обра- 
зующую с плоскостями проекций данные углы а и В. 

Положим (фиг. 370), что через точку з—5' требуется провести плоскость, 
составляющую углы & и В с плоскостями проекций. Задача решается на подобие 
предыдущей, т.-е. сперва строят вспомогательную плоскость, которая образо- 
вала бы с плоскостями проекций заданные углы хи В, а потом через заданную 
точку —5 проводят плоскость, параллельную вспомогательной—которая и будет 
искомой, как отвечающая требованиям задачи. Возьмем на вертикальной плос- 
кости проекций точку 7—-х’ и построим на вертикальной же плоскости проекций 
прямоугольный треугольник 2э’у таким образом, чтобы гипотенуза ху эго 
составляла с осью проекций угол а. В таком случае точку х—а’ можно рас- 
сматривать как точку, взятую на вертикальном следу строимой вепомогательной 
плоскости (40, а угол ух — как совмещенное положение угла наклона сей 
последней к горизонтальной плоскости проекций. Затем из точки х опустим 
на гипотенузу ху упомянутого треугольника перпендикуляр 42 и из той же 
точки 1, как из центра, радиусом, равным длине означенного перпендикуляра, 
опишем окружность, к которой, вслед за этим, проведем касательную #7, под 
углом В к осн проекций. В таком случае точку № опять-таки можно принять 
за точку, лежашую на горизонтальном следу вепомогательной плоскости, & угол 
хтй — рассматривать как совмещенное положение угла, образуемого сею послед- 
ней с вертикальной плоскостью‘ проекций. Описав затем из точки х радиусом, 
равным отрезку 27, вторую окружность, концентрическую с первой —и проведя 
к ней касательную через точку х’, мы в виде прямой 4’ получим вертикальный 
след вспомогательной плоскости. Соединяя затем между собою точки ди ®, 
в виде прямой 94), мы будем иметь горизонтальный след той же вспомогательной 
плоскости ()'40, которая будет наклонена к плоскостям проекций под задан- 
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ными углами хи В. Окончательное решение задачи не представит собою каких- 
либо затруднений. Через горизонтальную проекцию $ данной точки $—5’ про- 
водят горизонтальную проекцию горизонтали, параллельно горизонтальному 
следу. 49@ вепомогательной плоскоэти 440, строят вертикальный след р упо- 
мянутой горизонтали, проводят через него линию Р’р параллельно вертикаль- 
ному следу 44’ вспомогательной плоскости, а через точку р на оси проекций— 
линию рР, параллельно горизонтальному следу 44 таковой. Построенные указан- 
ным путем прямые Р’р и рР и представят собою следы искомой плоскости Р’рР, 
которая проходя через данную точку з—5', образует с плоскостями проекций 
данные углы хи В. Поверка правильности построения, в таком случае, является 
излишней. 

Заканчивая настоящую главу только что рассмотренной задачей, мы вместе 
с тем, собственно говоря, заканчиваем и всю чисто теоретическую часть курса, 
так как обе последние его главы предназначены для выяснения вопросов почти 
исключительно прикладного характера. 

Следующая, УТ глава будет посвящена рассмотрению сечения различного 
рола геометрических тел плоскостями и построению разверток означенных тел. 

Седьмая глава составит наиболее интересный и самостоятельный отдел, 
относящийся до взаимного пересечения многогранников и тел вращения одних 
с другими. 

В виду важного значения упомянутых последних глав настоящего курса 
и их резко выраженного прикладного характера, они выделены в особую само- 
стоятельную П его часть, которая и представляет собою целый ряд детально 
вырешенных и построенных задач на вышеперечисленные темы. 


ЧА 
: (ПРИКЛАДНАЯ). 
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39 задач на построение сечения геометрических тел различного рода плоскостями и вычер- 
чивание разверток таковых, как в целом, так и в усеченном виде. 


Уже умея строить проекции точек, прямых линий и отдельных геометриче- 
еких фигур, нам нет надобности входить в подробное пояснение приемов построе- 
ния проекций геометрических тел, так как и точки, и прямые линии, и геомет- 
рические фигуры будут входить в состав таковых, в качестве вершин основания 
этих тел, их ребер и граней, поскольку нам придется иметь дело с многогран- 
никами, или ——в виде проекций направляющих кривых, образущих, вершин 
и высот, в тех случаях, когда об’ектом задачи будут служить тела вращения. 
Все, относящиеся ло этих геометрических понятий, вопросы были детально рас- 
смотрены в предыдущей Т части курса. В дальнейшем мы будем вводить 
теоретические дополнения только постольку, поскольку они будут играть чисто. 
служебную роль для более полного освещения прикладных вопросов и разобьем 
как настоящую, так и следующую главы на целый ряд отдельных задач. 

Задача 1-ая. Построить сечение прямой многогранной 
призмы, поставленной основанием ка горизонтальную плоскость 
проекций, плоскостью общего положения и сделать развертку 
поверхности призмы до и после рассечения ее таковой. 

Для того, чтобы построить проокции данной, ‘положим, пятигранной прямой 
призмы, необходимо учесть условие. задачи, а именно то обстоятельство, что 
призма своим нижним основанием поставлена, на, горизонтальную плоскость проек- 
ций. В таком случае (фиг. 37 1) пятиугольник АВСРЕ, находясь на горизон- 
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тальной плоскости проекций, совпадет со своею горизонтальной проекцией абеде, 
которая представит собою действительную величину основания призмы, а верти- 
кальная его проекция @’6’с’а’е’ обратится в прямую линию, совпадающую $ осью 
проекций. Если принять, что верхнее основание К/ММО призмы параллельно 
нижнему то в силу того обстоятельства, что призма — прямая, т.-е. что все 
ребра ее перпендикулярны к плоскости ее основания, т.е. в данном случае — 
к торизонтальной плоскости проекций, на которую она поставлена, горизонталь- 
ная проекция #Ипио верхнего основания совпадет с горизонтальной проекцией 
абс4е нижнего — а вертикальная проекция ('Гт’/о' верхнего основания изобра- 
зится прямою линией, параллельной оси проеклий. Горизонтальные проекпии 
ребер призмы, в силу перпендикулярности таковых к горизонтальной плоскости 
проекций, обратятся в точки а, 61, ст, Чи и ео двойного наименования, совпа- 
дающие © горизонтальными проекциями вершин обоих оснований, а вертикаль- 
ные проекции ребер изобразятся в виде прямых ай’ 01, ет’ 4т’ и ео’, пер- 
пендикулярных к оси проекций, при чем все они будут представлять собою 
действительную величину соответствующих ребер призмы. Ребра ап— ат’ иво-—е’о’ 
призмы будут спереди закрыты от зрителя всем телом ее или, вернее, ее гра- 
нами оба и Ите—6Тте' и на этом основании должны быть на 
эпюре вычерчены пунктиром, как — невидимые. Все построение проекций призмы 
настолько просто, что в дальнейшем мы не будем повторять его детально. Пусть 
призма должна быть рассечена плоскостью общего положения Р’РР. Теперь 
необходимо обратить особое внимание на одно обстоятельство, БоТорое своевре- 
менно, при рассмотрении вопроса о взаимном пересечении прямых линий и пло- 
скостей, было усиленно подчеркнуто, а именно на тот факт, что в силу пер- 
пендикулярности ребер призмы к горизонтальной плоскости 


проекций, горизонтальные проекции 1, 2, 3, 4 и5 точек сече- 
ния их плоскостью общего положения Р’)Р совпадут с горизон- 
тальными проекциями соответствующих ребер, т.-е. с точками 
ай, М, 4т, еп и 0. Таким образом, мы видим, что, в случае прямой призмы, 
горизонтальная проекция 1, 2, 3, 4, 5 сечения ее совпадает с горизонтальной 
проекцией абсае ее основания. В связи с этим геометрическим явлением мы 
получаем право провести через точки 1, 2, 3, 4 и 5, как через горизонталь- 
ные проекции точек сечения ребер, горизонтальные проекции горизонталей 
сокущей плоскости (параллельно ее горизонтальному следу рР, найти вертикаль- 
ные следы Г, 0. О. 0, и О; этих горизонталей и, проведя через таковые вер- 
тикальные проекции горизонталей (параллельно оси проекций), утверждать, что 
в точках пересечения сих последних с вертикальными проекциями соответствую- 
щих ребер мы получим вертикальные проекции 1', 2’, 8', 4’ и 5’ точек сечения 
их данною плоскостью Р'’Р. В результате последовательного соединения между 
собою ‘упомянутых точек прямыми линиями мы будем иметь пятиугольник 
12’ 3’ 4’ 5, который и представит собою вертикальную проекцию сечения 
призмы плоскостью общего положения Р’уР. Совместив эту последнюю на гори- 
зонтальную плоскость проекций, мы найдем действительную величину сечения 
в виде пятиугольника 1, П, ПТ, ТУ, У*. 

Разверткой многогранника называется такое построение отдельных граней 
его, при котором все они оказываются совмещенными на одну и ту же плоскость 
чертежа. Развернута может быть или только боковая поверхность многотранника, 
или же полная его поверхность. Последняя получается путем пристройки к боко- 
вой развертке обоих оснований его, если речь идет о развертке целого много- 
гранника, или же одного из оснований и сечения его, если требуется построить 


1) Ради проверки правильности построения, учащимся рекомендуется, вслед за этим 
совместить секущую плоскость (Р'’рР) на вертикальную плоскость проекций, в резуль- 
тате чего, на сей последней должен получиться точно такой же пятиугольник (Г, Н', 
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полную развертку поверхности многогранника уже после того, как таковой будет 
рассечен тою или иной плоскостью. 

Развертка боковой поверхности прямой призмы сводится (фиг. 872) к весьма 
простому построению. На горизонтальной прямой, начиная от произвольной, 
взятой на ней, точки (А), развертывают в последовательном порядке, периметр 
(АБСРЕ) данной призмы, затем в точках (4), (В), (С), (0) и (Е) и внова— 
(А), развернутого периметра, к упомянутой прямой восставляют перпендикуляры 
(АК), (ВЫ, (СМ), (ВМ), (ЕО) и опять — (АК), длина которых должна быть 
равна действительной величине ребер призмы, или что то же,— длине их верти- 
кальных проекций. Полученный указанным способом прямоугольник (АККА) 
представит собою развертку боковой поверхности призмы в ее целом, т.-е. 
неусеченном виде. Пристроив Е любым сторонам развернутых периметров верх- 
него и нижнего оснований призмы сами основания ее, как таковые, мы полу- 
чим полную развертку ее. На том же чертеже (фиг. 372) показано построение 
полной развертки нижней части призмы, отсеченной от нее плоскостью (Р'’р^Р), 
которое тоже отличается большой простотой. Здесь надо отметить, что, если 
в силу перпендикулярности ребер прямой призмы к горизонтальной плоскости 
проекций, они проектируются на вертикальную плоскость проекций в их налу- 
ральную величину, то на том же самом основании и вертикальные проекции 
(а'1'), (6'2'), (©'3'), (@4') и (е5') получившихся на них отрезков тоже дадут 
действительную величину таковых. Поэтому, откладывая на ребрах предыдущей 
развертки, от точек (4), (В), (С), (2), (Е) и (А), перечисленные выше отрезки 
(а'1'), (5'2’), (6'3'), (4'4'),(е'5') и евнова (а), мы получим на них точки (1, (П), 
(11), (ТУ), (У) и (1), соединение которых между собою прямыми даст ломанную 
линию (Г, П, ПТ, ТУ, У, Г), ограничивающую, с верхней стороны, неправильный 
многоугольник (1, Г, 1, ИТ, ТУ, \, 4), представляющий собою развертку боковой 
поверхности нижней, отсеченной части призмы. Пристроив к любой стороне 
(положим к—ОЛ) развернутого периметра основания призмы само основание ее 
(АВСРЕ), как таковое, и к любой стороне верхнего ломанного контура [поло- 
жим, к (Т, П,) | сечение (Т, И, ПТ, ТУ, \) призмы плоскостью (Р’рР), мы в виде 
‘неправильного, на эпюре (фиг. 372) заштрихованного, многоугольника, будем 
иметь полную развертку нижней отсеченной части призмы. 

Задача 2-ая. Построить сечение прямой призмы плоскостью 
общего положения, рассекающей и основание ее на две нерав- 
ных части. 

Положим (фиг. 373), что требуется построить сечение трехгранной прямой 
призмы (абейт— а’ с’ т) плоскостью общего положения (Р’рР) и сделать 
полную развертку любой из отсеченных частей ее. Нетрудно видеть, что у данной 
призмы будут рассечены только два ребра а именно ребра:(а&—а'®') и (ст—е'т), 
а ребро 6/—№'1', как незатрагиваемое плоскостью Р’РР, останется в неприкосновен- 
ном виде. Зато, в данном случае, мы видим, что горизонтальный след (рР) плос- 
кости пересекает горизонтальные проекции (а) и (66) сторон нижнего основания 
призмы в точках (1) и (4), что указывает на то обстоятельство, что само осно- 
вание ее рассекается по прямой линии. (1—4). Вертикальная проекция этой 
линии, как вертикальная проекция прямой, лежащей на горизонтальной плоскости 
проекций, изобразится отрезком (1’'—4'), совпадающим с осью проекций. Гори- 
зонтальные проекции (2) и (3) точек сечения ребер (ой— а!) и (ет—с”т’) 
совпадают с горизонтальными проекциями самих ребер, а соответствующие им 
вертикальные проекции (2’) и (3') находятся путем применения в дело горизон- 
талей плоскости (Р’рР), описанным выше способом. Соединяя между собою пря- 
мыми линиями, точки (1), (2), (3) и (4'), мы получим вертикальную проевцию 
(1',2',3',4') сечения призмы данною плоскостью. Горизонтальная проекция (1,2,3,4) 
сечения автоматическим путем получается на горизонтальной проекции осно- 
вания. Посредством совмещения плоскости (Р’уР) на торизонтальную плоскость 
проекций, находят действительную величину сечения, в виде неправильноге 
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четырехугольника 1, П, Ш, 4. На фиг. 374 показано построение полной развертки 
нижней отсеченной части призмы. Сперва на произвольной горизонтальной прямой 
развернут периметр основания призмы, в ее первоначальном, неусеченном виде, 
начиная со стороны (В.А) основания. В вершинах (2), (4), (С) и (В) разверну- 
того периметра основания к прямой (6—6) восставлены перпендикуляры, на 
которых отложена действительная величина ребер призмы. Затем на сторонах 
(ВА) и (ВО) развернутого периметра от точек (В) и (0) откладывают отрезки 
(В+1) и (0—1), равные отрезкам (6—1) и (с—4) на торизонтальной проекции 
сечения (фиг. 373), а на перпендикулярах (АК) и (ОМ) наносят точки (П) 
и (1), т.-е. откладывают действительную величину, отсеченных от них отрезков 
(@2') и (с'3'), которую берут с вертикальной проекции сечения на той же преды- 
дущей (фиг. 373). Неправильный заштрихованный многоугольник (Т, И, Ш, Ту', С, Е, |) 
представляет собою развертку боковой поверхности нижней отсеченной части 
призмы. Пристраивая к стороне (П— ПТ) верхнего. его контура действительную 
величину сечения (П, Г, [У, 1), а к стороне (46) нижнего его очертания — 
отсеченную часть (а,1, 4, с) основания призмы, получают и полную развертку 
всей нижней, отсеченной части призмы, 

Задача 3-я. Построить сечение прямой призмы, плоскостью 
общего положения, рассекающей часть ее боковой поверх- 
ности и разрезающей оба (нижнее и верхнее) ее основания. 

Настоящая задача (фиг. 375) отличается от предыдущей только тем условием, 
это на сей раз у призмы должны быть рассечены оба ее основания. С этой целью 
мы сознательно уменьшаем высоту призмы и изменяем направление вертикального 
следа (РуР’) секущей плоскости таким образом, чтобы след этот перевекал верти- 
кальные проекции не всех ребер призмы. Горизонтальный след (рР) секущей 
плоскости, как и в предыдущем случае, должен рассекать основание призмы. 
Действительно, зная заранее, что если ребро (4й— а’) призмы, секущею пло- 
скостью (Р’рР) вообще будет рассечено, то горизонтальная проекция (2) точки 
его сечения совпадет с горизонтальной проекцией (ай) всего ребра, мы, приме- 
нив в дело, по предыдущему, горизонтали секущей плоскости, тотчас же уви- 
дим, что вертикальная проекция горизонтали, проведенной через предполагаемую. 
точку (П) сечения ребра (4й—а'й'), не пересечет вертикальной его проекции 
(а), что и служит прямым доказательством того, что упомянутое ребро данной 
плоскостью не пересекается, так как своею верхней точкой (’—) оно, на 
много, не доходит до секущей плоскости. Ребро (с7—с'т’) пересекается в точке 
(3—3', а ребро (6/—5'Г), как и в предыдущем случае, сохранязтея в неприкос- 
новенном виде. Для того, чтобы построить проекции линий, по которым пере- 
секаются грани призмы, пользуются следующим приемом: в виде вспомогательного. 
построения удлиняют произвольным образом ребро (ай—а’№') и находят возмож- 
ную, при этом условии, точку (2—2') пересечения ето данной плоскостью. 
Соединив затем точку (2’) с точками (1’) и (3') и последнюю еще с точкой (4’), 
мы в виде неправильного четырехугольника (1’, 2', 3', 4') получили бы вертикаль- 
ную проекцию сечения призмы в том случае, если бы она обладала большей 
высотой, но так как мы имеем дело с призмой значительно меньшей высоты, 
то сечение ее должно будет иметь другую форму. Действительно, мы видим, что 
линии (1’—2’) и (3'—2') пересекают вертикальную проекцию (АГ) верхнего 
основания призмы в точках (2) и (у), которым соответствуют торизонтальные их 
проекции (27) и (7/) на горизонтальных проекциях (#1) и (#7) сторон верхнего основа- 
ния призмы. Точки (2 —#') и (у— 9) и будут теми точками, в которых стороны 
(НЫ Г) и (т— т’) верхнего основания призмы пересекаются секущей плоскостью 
а отрезок (29 — ху’), подобно отрезку (1,4—1,4'’), представит собою прямую, 
по которой верхнее основание призмы разрезается плоскостью (Р’рР). Отеюда 
становится вполне понятным, что проекциями сечения призмы будут служить 
пятиугольники (1,2, у, 3, 4) — горизонтальной и (1', 2’, у’, 3', 4") — вертикальной. 
Действительная величина сечения, находимая путем совмещения плоскости (Р'’рР} 
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на горизонтальную плоскость проекций, изобразится в виде пятиугольника 
(1, у, 2, Ш, 4). Верхнее основание (т — ЕТт’) призмы окажется, таким образом, 
разрезанным на две неравных части, ‘а именно: на маленький треугольник 
(ху — У’) и на большой четыреугольник (пут — аут), из которых пер- 
вый будет принадлежать к нижней, а второй — к верхней рассеченным частям 
призмы. 

Построение полной развертки нижней части призмы указано на фиг. 376 
и выполняется настолько просто, что не нуждается в каких-либо добавочных 
пояснениях, а только требует внимательного отношения к делу. 

_ Задача 4-ая. Построить сечение прямой призмы вертикально- 
проектирующей плоскостью, рассекающей все грани призмы. 

Настоящая задача представляет с0б0ю простейший из всех возможных 
случаев сечения призмы, так как, собственно говоря, не требует никакого построе- 
ния. Действительно, как только (фиг. 377) будут взяты обе (а661т) и (поет) 
проекции прямой трехгранной призмы и будет нанесена секущая вертикально 
проектирующая плоскость (Р’рР), как задача оказывается уже решенной сама 
с0б0й, как бы автоматическим путем. Так как в данном случае секущая плос- 
кость является вертикально-проектирующей, то вертикальная проекция 
сечения должна совпадать с вертикальным следом (р) плоскости, 
т.-е. представит собою отрезок (1',2’,3'), а горизонтальная проекция сечения 
изобразится в виде треугольника (1,2,3), вершины которого совпадут © верши- 
нами основания призмы. Действительная величина (БП, ПТ) сечения найдена 
путем совмещения плоскости (Р’рР) на горизонтальную плоскость ‘проекций 
и применена при построении полной развертки нижней отсеченной части призмы, 
указанном на (фиг. 378). 

“ Задача 5-ая. Построить сечение прямой призмы горизон- 
тально-проектирующей плоскостью. 

Для того, чтобы горизонтально-проектирующая плоскость (Р’рР) рассекала 
прямую призму, необходимо (фиг. 379), чтобы горизонтальный след (рР) ее рас- 
секал горизонтальную проекцию (406) основания призмы. Так как в данном 
случае секущей плоскостью является горизонтально-проектирующая плос- 
скость, то понятно, что горизонтальная проекция сечения должна совпясть с горизон- 
тальным следом (рР) плоскости и изобразится в виде. отрезка (1,2— 3,4), 
представляющего собою совпадающие одна с другою горизонтальные проекции 
(1—4 и (2—8) линий сечения верхнего и нижнего оснований призмы. ‘Так как 
каждая из граней данной прямой призмы, в отдельности, есть не что иное, 
нак тоже горизонтально-проектирующая плоскость, и так как горизон- 


тально. проектирующие плоскости пересекаются между вобою по линиям, перпен-. 


дикулярным к горизонтальной плоскости проекций, то вполне понятно, что грани 
(а — а) и (ст рф вт ТФ) будут рассечены по линиям (2-1, 2) и 
(3,4— 3’, 4°), тоже перпендикулярным к горизонтальной плоскости проекций, или 
иначе, по прямым параллельным ребрам призмы, горизонтальные 
проекции которых на этом основании обратятся в точки (1,2) и (3,4) двойного 
наименования, а их вертикальные проекции (1', 2“) и (3',4') будут пернендику- 
лярны к оси проекций. Отсюда можно заключить, что вертикальной проекцией 
сечения будет служить прямоугольник (1',2',3',4'). Действительная величина 
сечения найдена путем совмещения плоскости (Р’»Р) на горизонтальную плоскость 
проекций в виде прямоугольника, (1, П, ПТ, 4). Полная развертка задней четырех- 
гранной части призмы показана на фиг. 380. Здесь попутно необходимо сделать. 
обобщение и привести замечание, имеющее большое значение для предстоящих 
нам в дальнейшем построений. Секущая горизонтально-проектирующая плоскость 
(Р»рР) параллельна ребрам призмы, так как она тоже перпендикулярна к гори- 
зонтальной плоскости проекций, и в результате, как мы видели, получилось 
сечение призмы в виде прямоугольника, две противулежащих стороны (1.2 — 1',2') 
и (3,4—3', 4') которого параллельны ребрам призмы. Обобщая только что сде- 
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ланный вывод, можно сказать, что: сечение любой призмы плоскостью, 
параллельной ее ребрам, представляет собою параллело- 
грам, две противулежащих стороны которого параллельны 
ребрам призмы и две другие взаимно параллельные стороны 
которого представляют собою сечения нижнего и верхнего ее 
оснований. . 

Задача 6-ая. Построить сечение наклонной призмы плос- 
костью общего положения. 

Построение проекций наклонной призмы, о котором пока еше ничего не 
было. сказано, ничем не отличается от’ построения проекций прямой призмы. 
Если треутольник (96е—а’5'с”) есть основание наклонной призмы (фиг. 381), 
стоящей на горизонтальной плоскости его проекций, то вертикальная проекция обра- 
щается в прямую линию (а’6'с’), совпадающую с осью проекций. Через вершины 
(а—«'), 6—0) и (с—е') основания ‘проводят горизонтальные (ай), (61} и (ст) 
и вертикальные (&#’), (6'Г) п (ет) проекции ребер призмы, соответотвенным 
образом параллельные друг другу, образующие произвольные или заданные 
углы с плоскостями проекций. Если призма дана неусеченная, т.-е. если верхнее 
ве основание параллельно нижнему, то на эпюре это обстоятельство выразится 
тем, что вертикальная проекция (&Тт’) верхнего основания будет параллельна 
оси проекций, а это в свою очередь установит равенство между собою всех 
одноименных проекций ребер призмы в отдельности. Имея перед собою, построен- 
ные указанным способом, проекции (466—й1т) и (вб’с'—й1Гт') трехгранной 
наклонной призмы, рассечем ее плоскостью общего положения (Р’рР). Всего 
проще’задача решается путем нахождения точек сечения каждого из трех ребер 
призмы. Для этой цели, через каждое из них, в последовательном порядке, про- 
водим по вертикально-проектирующей плоскости. В данном случае, через ребро 
(ак—а\) проведена вертикально-проектирующая плоскость (9'90), через ребро 
(1-61) плоскость (ВВ) и через ребро (ет—с'т/) — плоскость (5'55). Все 
эти вспомогательные плоскости пересекут плоскость (Р’рР). образуя при этом 
точки (С,), (С5) и (С.) — горизонтальные и точки — (2,), (Р,) и (Ъ.) — верти- 
кальные следы линий пересечения означенных вепомогательных плоскостей 
с секущей плоскостью (Р'’рР). Построив по следам линий пересечения проекции 
таковых, мы увидим, что горизонтальные проекции (С\4:), (545) и (С543) пере- 
секают горизонтальные проекции (ай), (81) и (6т) ребер призмы в точках (1), 
(2) и (3). По упомянутым горизонтальным проекциям пересечения ребер призмы, 
на вертикальных проекциях (а'№’), (57) и (т) таковых находим точки (Е 
(2') и (3'), т.-е. вертикальные проекции точек пересечения ребер, а соединяя 
между собою и те и другие прямыми линиями, получим в виде треугольников 
(1.2.3) и (1',2',3') проекции сечения данной наклонной призмы плоскостью 
общего положения (Р’Р). Путем совмещения сей последней на любую из плос- 
костей проекций, может быть найдена действительная величина упомянутого 
сечения, что однако, в виду. неоднократного повторения подобных построений, на, 
эпюре не показано и предоставляется учащимся проделать самостоятельно. Построе- 
ние развертки наклонной призмы будет своевременно пояснево ниже. 

Задачи 7 и 8-ая. Построить сечение наклонной призмы гори- 
зонтально и вертикально-проектирующими плоскоетяши. 

Обе задачи настолько просты, что не требуют каких-либо разъяснений 
и сводятся исключительно только к проведению нескольких проектирующих 
линий. В первом случае (фиг. 382), при сечении наклонной призмы (абеёий— 
восьТт) горизонтально - проектирующей плоскостью Р’рР, горизонтальная 
проекция сечения совпадает с торизонтальным следом рР плоскости и пред- 
ставляет собою отрезок 2, 1, 3 прямой. Вертикальные проекции 1,2’ и 8’ точек 
пересечения ребер призмы находят на вертикальных проекпиях соответствующих 
ребер, для чего из точев 1, 2 и 3 восотавляют перпендикуляры к оси 
проекций и продолжают их до пересечения с вертикальными проекциями 
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а’, 6'Г и ст’ ребер. Вертикальная проекция сечения призмы будет тре-’ 
угольник 1', 2, 8,. 

То же самое следует сказать и о сечении наклонной призмы вертикально 
проектирующей плоскостью, когда во втором случае вертикальная проекция 
сечения (фиг. 383) совпадает с вертикальным следом @’4 плоскости и представляет 
собою отрезок. 1’, 2’, 3’ прямой, а горизонтальная проекция его получается 
тем же несложным путем, в виде треугольника 1, 2, 8, вершины которого 
являются горизовтальными проекциями точек сечения отдельных ребер призмы. 

Задача 9-ая. Построить сечение наклонной призмы плос- 
костью, параллельной ее ребрам. : 

Настоящая задача представляет собою обобщение, решенной нами ранее, 
задачи 5, где речь шла о сечении прямой призмы горизонтально-проектирующей 
плоскостью, которая, как мы видели, тоже была параллельна ребрам призмы. 
Лля построения секущей плоскости, параллельной ребрам данной наклонной 
призмы, употребим (фиг. 384) следующий прием: сперва через любое ‘ребро, 
положим, через ребро ай— призмы проведем произвольную плоскость общего 
положения, а затем секущую плоскость проведем параллельно первой—вепомо- 
тательной. Построенная таким образом секущая плоскость очевидно, в свою 
очередь, будет параллельна ребрам призмы. Для того, чтобы провести через 
ребро а — ай’ какую либо плоскость, надо сперва найти следы этого ребра. 
Горизонтальный его след уже имеется в виде точки СО,, совпадающей с гори- 
зонтальной проекцией @ соответствующей вершины основания, а вертикальный 
его след Г), строится известным нам приемом. Если затем, на оси проекций 
мы возьмем произвольную точку т и соединим ее с точками С: и Гу, т.-е. 
со следами упомянутого ребра ай — ай’ призмы, и кроме того продолжим 
линию п выше оси проекций, то в виде прямых 2/”7% и тМ мы и получим 
следы плоскости М” М, проходящей через ребро ай — а’ данной призмы. 
Эдесь полезно отметить то обстоятельство, что плоскость М’иМ, заключая 
в себе упомянутое ребро призмы, является по отношению к сей последней, 
как бы касательной к ней по этому ребру. Подобным же свойством будет обладать 
и плоскость 6’85, проведенная параллельно первой — через ребро. ст — с'ту, 
но плоскость ММ, параллельная обеим предыдущим, — проведенная через 
ребро 6/—6'Г, будет играть роль секущей плоскости, как, равным образом, 
и параллельная им плоскость (’00, горизонтальный след 949 кототой рассекает 
нижнее основание призмы по отрезку 1, 4—1", 4'. Так как при решении задачи 5, 
уже было выяенено, что плоскость, параллельная ребрам любой призмы, рассе- 
кает ее по параллелограмму, две противоположные стороны которого параллельны 
ребрам призмы, а две других стороны ‘которого представляют собою сечения 
нижнего и верхнего оснований призмы, то, проведя из точек 1—1’ и 4—4’ линии, 
параллельные соответствующим проекциям ребер призмы, мы в виде параллело- 
грамов 1, 2,3, 4 и 1,2, 8, 4 получим горизонтальную и вертикальную 
проекции сечения данной призмы плоскостью ()'94@, параллельной ее ребрам. 

Задача 10-ая. Построить сечение наклонной призмы плос- 
костью общего положения и сделать полную развертку любой 
из отсеченных частей ее. 

Первая часть настоящей задачи является повторением задачи 6, а вторая 
‘ее половина служит обычным добавлением к таковой. Ло сих пор мы строили 
сечение всех рассмотренных нами призм путем нахождения точек пересечения 
каждого из их ребер, теперь же применим другой способ, заключающийся в том, 
что сечение призмы получается посредством построения линий пересечения 
отдельных граней ее с секущею поверхностью. Положим (фиг. 385), что нам 
дана наклонная трехгранная призма аойт — ве’Тт' и требуется построить 
проекции сечения ее плоскостью общего положения Р’рР. Построим, в последо- 
довательном порядке, проекции линий пересечения каждой грани призмы. 
< секущей плоскостью. Начнем с грани 0416—а''1'. Горизонтальный след. 
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плоскости, в которой расположена грань призмы, проходит через горизонтальные. 
слелы а и ребер аа’ и 6561 и, при продолжении своем, пересекает” 
горизонтальный след рР секущей плоскости в точке С, которая и будет. одною. 
из точек линии пересечения плоскости ‘данной грани призмы и секущей плос- 
кости Р’рР. Вертикальный след плоскости упомянутой грани мы. строить. 
не станем, а найдем какую либо вторую точку линии пересечения ее с плос- 
костью Р’рР другим способом, а именно: рассечем и. призму и секущую 
плоскоеть вспомогательною плоскостью М’ — М', параллельной горизонтальной 
плоскости проекций. 

Эта вспомогательная плоскость Л — М’ рассечет трань а — Г’ 
пригмы по горизонтали ее ти — т’и’, а секущшую плоскость Р'’›Р— по горизон-.. 
тали е/—е']’. Точка х пересечения горизонтальных проекций 7 и е/ упомя- 
нутых горизонталей и булет искомой второй точкой линии пересечения плоскости» 
рассматриваемой грани призмы с севущей плоскостью. Соединяя точку С, 
© точкой х и продолжая эту линию далее, мы увидим, что она пересечет гори- 
зонтальную проекцию а грави по отрезку 1—2. Вертикальные проекции 1’ 
и 2’ точек сечения ребер ай — о'й' и Ш— "Г находим на вертикальных проек- 
циях @й' и Ы'Т этих ребер. Таким образом, мы можем заключить, что грань. 
а о—а''ТБ’ призмы рассекается секущей плоскостью. Р’, Р по отрезку 1, 2—- 
1', 2'. Лалее применяем тот же прием. Горизонтальный след плоскости второй 
трани биес—6'Гт’с', проходя через горизонтальные следы Фи с ребер 61—51 
и ст— сит призиы, пересекает горизонтальный след рР секущей плоскости 
в точке С. Точка С5, согласно выщесказанного, будет одною из точек линии. 
пересечения плоскости второй грани 6тс- 6'!т’с' призмы и секушей плоскости 
Р'’урР. Для нахожцщения второй точки линии пересечения упомянутых плоскостей, . 
воспользуемся тою же вспомогательной плоскостью М’ — М’. Эта последняя, как, 
уже было указано выше, рассекает секушую плоскость по горизонтали ее е/—е'/", 
а вторую грань 67е—6'Гт’с' она рассечет по горизонтали 70 — ”'о', горизон- 
тальная проекция 70 которой параллельна горизонтальному следу 0с этой грани. 
Горизонтальные проекции еГ и по этих горизонталей пересекутся в точке у, 
которая и будет искомой второй точкой линии пересечения плоскости второй 
грани призмы и секущей плоскости Р’»Р. Соединяя между собою точки (5 и у 
и продолжая, полученную таким путем, прямую с›— и далее, мы видим, что. 
она пересечет горизонтальную проекцию 2/7с второй грани призмы по отрезку 
2—8, которому будет соответствовать вертикальная его проекция 2’ —8'. Таким 
образом найдены обе: горизонтальная 2—3 и вертикальная 2’—3’ проекции 
линии пересечения второй грани 2{67%—=6'!с'т’ призмы и секущей плоскости. Что» 
построение нами было выполнено безусловно правильно, можно заключить 
из того обстоятельства, что линия с.—9 при продолжении ее пересекает гори- 
зонтальную проекцию 6{ ребра 5/—№' призмы как раз в найденной перед тем 
независимо точке 2. Двумя, построенвыми указанным путем, линиями пересечения 
1, 21, 2 и2, 8—2', 3' двух первых граней нризмы и можно было бы огра- 
ничиться, так как для окончательного решения задачи достаточно соединить. 
между собою точки 163 и 1 с8', чтобы в виде треугольников 1, 2,3 и 1, 2', 3' 
иметь горизонтальную и вертикальную проекции сечения призмы плоскостью Р'’рР’.. 
Ради лучшего усво'ния рассмотренного способа и окончательной проверки пра-- 
вильности всего построения, найдем еще отдельно проекции линии пере‹ечения: 
плоскости последней грани абтс—а’й’т с и секущей плоскости РР. Горизон- 
тальный` след плоскости, в которой расположена эта последняя грань призмы,. 
проходя через. горизонтальные следы @ и с ребер ай—а’/ и ст— с" призмы, 
при св›ем продолжении пересекает горизонтальный след рР секущей плоскости? 
в точке 05, которая, как известно, и будет одною из точек пересечения последней. 
трани с плоскостью /”рР. Для нахождения второй точки упомянутой линии, 
служит та же вспомогательная плоскость М’ — М’, которая’ рассекает плоскость, 
последней грани по ее горизонтали 0—1 0'%', а секушую плоскость—по нами 
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уже дважды примененной горизонтали е/— е'/. ‘Горизонтальные проекции 07 
и е/ означенных горизонталей цересекутся между собою в точке 2, которая 
и будет искомой второй точкой пересечения плоскости последней грани призмы 
и секущей плоскости Р’рР. Линия О.—2 при своем продолжении пересечет 
торизонтальную проекцию айтс последней грани призмы, как раз по’ отрезку 
1—8, проходящему через заранее нами найденные точки 1 и 8, что и служит 
подтверждением правильности всего проделанного построения. 

Вторая половина задачи заключается в построении цолной развертки любой 
из отсеченных частей призмы, что выполняется не сразу, а в два приема. 
Первый из них заключается в том, что всю призму, как таковую, не меняя 
ее наклона по отношению к горизонтальной плоскости проекций, поворачивают 
вокруг оси, проходящей через любую из вершин того или другого из ее осно- 
ваний и перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, в положение, 
при котором ребра ее будут параллельны вертикальной плоскости проекций, 
а второй прием заключается в рассечении призмы, в ее новом, повернутом поло- 
жении, вспомогательной вертикально-проектирующей плоскостью, перпендикулярной 
к ребрам призмы, и в нахождении действительной величины этого сечения. 

Первый из указанных приемов имеет своим назначением приведение призмы 
в такое положение, при котором ее ребра и отсекаемые от них секущей плос- 
костью отрезки или части проектируются на вертикальную плоскость проекций 
в их натуральную величину, а второй— в получению такого сечения призмы, 
периметр которого можно было бы развернуть при построении развертки, как 
целой призмы, так и обеих частей, на которые она разрезается секущей 
плоскостью. Рассмотрим каждый из упомянутых приемов в отдельности. 

Первый прием поворот призмы в положение, при котором 
ребра ее будут параллельны вертикальной плоскости проекций. 
Выполним означенный поворот призмы вокруг оси, проходящей через вершину 7—7’ 
верхнего основания и, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций. 
Проекциями этой оси будут: горизонтальной — точка 7\ двойного наименования, 
а вертикальной— линия 7 —#, перпендикулярная к оси проекций. Весь поворот 
мы вовершим.таким образом, чтобы во время него нижнее основание 466—а'6'с' 
призмы скользило по горизонтальной плоскости проекций, не отставая от таковой. 
Графически означенный поворот выполняется указанным ниже способом: через вер- 
шину 2% горизонтальной проекции верхнего основания призмы, или что— то же, через 
горизонтальную проекцию 7 оси вращения проведем линию [-Т, перпенди- 
кулярную в направлению горизонтальных проекций ребер призмы, и.вообразим 
ее жестко связанной с самими ребрами. Затем, всю призму, вместе с упомянутой 
линией 1—1, повернем вокруг оси вращения 7 — т’ в положение, при котором 
горизонтальные проекции ребер ее будут параллельны оси проекций. Так как 
линия |-—Т, как было сказано, рассматривается, как линия, неизменным или 
жестким образом связанная © ребрами призмы, то и по окончании поворота 
призмы в ее новое положение, она, т.-е. эта линия, сохранит свое свойство пер- 
пендикулярности к горизонтальным их проекциям и изобразится на эпюре 
отрезком П-—1. Чтобы найти положение горизонтальных проекций нижнего 
и верхнего оснований призмы, после ее поворота, поступают таким образом: 
замечают точки Фи #, в которых линия Г—Т пересекает продолжение горизов- 
тальной проекции ай первого ребра призмы и горизонтальную проекцию 6 
второго ее ребра, и из точки 7 как из центра, переносят обе упомянутые 
точки радиусами т —ги т— в их новые положения ций, на линию П—П. 
Затем замечают, что при первоначальном положении призмы вершина # гори- 
зонтальной проекции верхнего основания ее отстояла от линии 1-1 вдоль 
по направлению горизонтальной проекции ребра а на расстоянии, равном 
отрезку %, а вершина /— на расстоянии, равном отрезку 11, от точек % и №, 
на линии П—П откладывают вдоль по новому направлению горизонтальных 
проекций ребер призмы, параллельному оси проекций, в первом случае — влево, 
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а во втором—вправо от линии П-—П отрезки & — & и й, — ®, последовательно. 
равные двум первым отрезкам 1% и №. Таким образом находим новое, после. 
поворота призмы, положение горизонтальных проекций А и вершин верхнего. 
ее основания. Вершина его *—7', как лежащая на неподвижной оси вращения, 
сохранит свое первоначальное положение и по окончании поворота. Таким 
образом, новое положение горизонтальной проекции верхнего основания призмы 
изобразится в виде треугольника #117, которой будет соответствовать верти- 
кальная ‘его проекция Ат’, в виде отрезка, параллельного оси проекций, 
совпадающего с первоначальной вертикальной проекцией зи’ верхнего оено- 
вания. После этого нетрудно уже построить и проекции всей призмы в ее новом 
положении. Для этого, через горизонтальные проекции Ло, % и т вершин верх- 
него основания проводят линии, параллельные оси проекций, и откладывают 
на них отрезы № —4, К —5б и т— со, равные отрезкам # —а, [В ит— с. 
Треугольник 4.66 представит собою горизонтальную проекцию нижнего оено- 
вания призмы в ее новом положении. 
Перемещению горизонтальных проекций а, 6 и с вершин нижнего основания 
. призмы по горизонтальной плоскости проекций в точке ау, 6 и с, соответствует 
перемещение. вертикальных проекций а’, 6’ и с’ вершин того же основания 
в точки а’, 6%, и 6’ по оси проекций. Таким образом, соединение точек 4’ с №, 
6 с ис ем дает вертикальную проекцию призмы в ее новом положении. 
Правильность произведенного построения, в данном случае, подтверждается тем 
обстоятельством, что полученные указанным способом вертикальные проекции №’ 
№ и. 6 должны быть строго параллельны одна другой, при чем каждая. 
из них представит собою действительную величину соответотвующего ребра. 
Второй прием. Сечение той же призмы вспомогательной вер- 
тикально -проектирующей плоскостью, перпендикулярной к реб- 
рам ее. Этот. прием не представляет собою. чего-либо сложного. Нам известно, 
что плоскость, перпендикулярная к какой-либо прямой, должна удовлетворять 
тому условию, чтобы следы ее были перпендикулярны к одноименным проекциям 
прямой. На этом основании, ‹ желая построить секущую вертикально-проекти-. 
рующую плоскость, перпендикуляоную к ребрам призмы, в ее новом положении, 
мы проводим вертикальный след (’0 ее, перпендикулярно к направлению верти- 
кальных проекций а, №1 и 6" ребер ее. Горизонтальный след любой 
вертикально-проектирующей плоскости, как известно, должен быть перпендику- 
лярен к оси проекций. В нашем случае, горизонтальный след 44 ее, будучи 
перпендикулярен к сей последней, оказывается в то же время перпендикулярным. 
к горизонтальным проекциям Аа, 65% и сот ребер призмы, которые, как мы 
видели, все были построены параллельно оси проекций. Вертикальная проекция 
15, %, Зо свечения призмы плоскостью 0'90 представит собою отрезок прямой, 
совпадающий с вертикальным следом 40)’ ее, а горизонтальная его проекция 
изобразится в виде треугольника 15, %, 3%. Совместив плоскость ()'4@ на гори- 
зонтальную плоскость проекций, мы найдем действительную величину сечения, 
в виде треугольника Г, Ц, 1Ш. ь 
Теперь построим полную развертку призмы, сперва в ее первона- 
чальном, целом, т.-е. неусеченном, виде, а затем—и полную развертку. любой 
из частей ее, на которые она рассечена плоскостью @'9@. Для этой цели, 
(фиг. 386), подобно тому, как мы это делали раньше по отношению в прямой 
призме, развернем периметр треугольника 1, И, Ш в одну горизонтальную 
прямую линию Т, П, ПГ, Т я через каждую из вершин Т, П, ПЕ и Г упомянутого 
развернутого периметра проведем по линии, к нему перпендикулярной. На этих 
пернендикулярах выше прямой 1—1 отложим отрезки 1К, ИР, ШМ, и В, 
соответственно равные отрезкам 1’— А, 2—4, 89 — и опять 10 — №5, 
расположенным на предыдущем чертеже (385), на вертикальных проекциях 
‚ребер призмы, выше вертикального следа 9 секущей плоскости. На тех же. 
перпендикулярах к линии 1—1 ниже ее отложим отрезки 1-4, ПВ, Ш— С 
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и снова Т— А, соответственно равные отрезкам 15’, 26., Зо’ и опять 
14%’, вертикальных проекций ребер призмы, получившимся на них ниже верти- 
вального следа 94’ вспомогательной секущей плоскости. Соединяя между собою 
прямыми линиями точки К, Г, М и К и, ‘затем, точки А, БВ, Си А, 
мы получим неправильный многоугольник КГ.МКАОВА, который представит 
собою развертку боковой поверхности данной призмы в ее первоначальном, 
неусеченном виде. Пристроив к стороне 1,1 верхнего контура его треугольник [.МК, 
а к стороне ВО нижнего очертания — треугольник ВСА, преставляющие собою 
верхнее и нижнее основания призмы, получим полную ее развертку. 

Для. построения боковой или полной развертки любой из отсеченных частей 
призмы, поступают следующим образом: мы видели, что в результате сечения 
призмы плоскостью общего положения Р'’рР, от ребер ее были отсечены отрезки: 
а1—@'1', 02—0'2' и 33—63'. Ни те, ни другие проекции этих отрезков, при 
первоначальном положении призмы, не представляли собою их действительной 
величины, но после поворота ‘призмы в положение, при ‘котором ребра ее стали 
параллельны вертикальной плоскости проекций, упомянутые отрезки должны 
проектироваться на сию последнюю в их натуральную величину. Чтобы найти 
таковую рассуждают так: если вертикальные проекции а, 0, с вершин нижнего 
основания призмы, во время ее поворота, перемещались по оси проекций, 
то вертикальные проекции 17, 2’ и 3’ точек сечения ребер должны будут пере- 
меститься, во время означенного процесса, на новое положение вертикальных 
проекций ребер ‘ее по линиям, параллельным оси проекций. Для того, 
чтобы не затемнять чертежа на эпюре (фиг. 885), перемещение упомянутых 
точек 1’, 2’ и 38’ произведено не на новые вертикальные проекции ао’'№о’, бо'1о' 
и сот’ ребер призмы, а на отдельно построенную линию М— №, параллельную 
упомянутым вертикальным проекциям ребер призмы, для чего точки 1", 2’ и 3" 
линиями, параллельными оси проекций, вынесены на прямую М— М в точки 1, 
По и Ш. Полученные таким образом на сей последней отрезки М— То, М-— Шо 
и М— Ш, представят собою действительную величину отрезков, отсеченных 
от ребер призмы плоскостью Р'’рР.. После этого, от точек А, Ви О иенова А 
нижнего контура развертки (фиг. 386) вдоль по ребрам ее отложим отрезки АК, 
В—Ш, С—Ш и А, соответственно равные отрезкам М— Ц, М, 
№М— Пи М— Ц. Соединив между собою прямыми линиями точки 1, П, Ш 
и Г и пристроив в стороне П-— Ш этого контура треугольник Г, Ши Ш, 
т.е. действительную величину сечения призмы, в виде неправильного много- 
угольника Ь ЦП, 1, ШТ, А, О, 4, В, А мы и получим полную развертку 
нижней отсеченной части призмы. Понятно, что многоугольник |, КОКМК 
1, П.Т, П, Г представит собою полную развертку‘ верхней части призмы. 
В виду того, что в одном случае мы имели дело с трехгранной призмой, 
не было надобности отдельно находить действительной величины сечения призмы 
плоскостью РуР, так как стороны ю—Ц, Но— НБ и ИК— Г ломаного 
контура №, Ш, Ш, Ю и без того предотавляют 0б0ю натуральную 
величину сторон сечения. В противном случае, т.-е. если бы призма была 
пана многогранная, действительную величину сечения пришлось бы найти 
` обычным приемом совмещения секущей плоскости Р’»»Р на любую из плоскостей 
проекций. : 

Задача 11-ая. Построить сечение прямого круглого цилиндра 
плоскостью общего, положения. 

Прежде чем решать эту, чрезвычайно простую, задачу, обратим внимание 
на то, что прямой круглый цилиндр можно рассматривать с геометрической. 
точки зрения, как предел, к которому приближается всякая прямая правильная. 
многогранная призма, при бесконечном. возрастании числа ее граней и, следова- 
тельно при бесконечном же уменьшении длины отдельных и равных между 
собою, сторон ее основания. По достижении предела, многоугольное основание 
празмы обращается в окружность, а мнотогранная ее боковая поверхность— 
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в боковую поверхность прямого круглого цилиндра. На этом основании, все что 
‘было сказано о сечении прямых и наклонных призм различного рода плоскостями 
и о построении разверток их рассеченных частей в полной мере может быть 
распространено и на сечение; любого вида, как прямых, так и наклонных, 
круглых и другого поперечного сечения цилиндров. Лля большей подготовлен- 
ности к решению подобных задач, следует еще заметить, что при переходе 
от представления о многогранных призмах к понятию о цилиндрах многочи- 
сленные ребра первых заменяются бесчисленым множеством образующих вторых. 
Под образующей цилиндра разумеют такую прямую, которая, путем вращения 
ее вокруг другой—ей параллельной, в конечном результате, как бы действительно 
образует боковую поверхность того или иного цилиндра.. Возьмем на горизон- 
тальной плоскости проекций (фиг. 387) произвольную окружность, радиуса 2, 
из центра о ее восставим перпендикуляр. 05, а через произвольную точку А, 
взятую на окружности, проведем прямую АВ, ему параллельную. Если затем 
принять перпендикуляр 05 за ось вращения, и вращать прямую А — В вокруг 
означенной оси так, чтобы она все время оставалась ей параллельной, а точка А 
при ‘этом перемещалась бы по упомянутой окружности в направлении, указанном 
стрелкой, то геометрическое место, или совокупность всех промежуточных поло- 
жений, которые прямая АВ займет за время одного полного ее оборота вокруг 
оеи 05, представит собою боковую поверхность прямого круглого цилиндра. 
По отношению к сему последнему прямая АВ будет играть роль образующей, 
окружность, радиуса 2—направляющей, а перпендикуляр 08— оси его. 
На этом основании, цилиндры могут быть отнесены к так называемой группе тел 
вращения, о которых, попутно, ниже будет сказано более подробно. Построение 
проекций прямого круглого цилиндра (фиг. 387) выполняется весьма просто; 
горизонтальная проекция прямого круглого цилиндра есть окружность, которая, 
как мы видели раньше на примере прямых призм, представляет собою одновре- 
менно — горизонтальные проекции обоих, т.-е. нижнего и верхнего, оснований 
цилиндра и горизонтальную проекцию сечения цилиндра любою плоскостью, рас- 
секающей его по всей боковой поверхности. Вертикальная проекция прямого 
цилиндра имеет вид прямоугольника, основание которого равно диаметру нап- 
равляющей окружности или — диаметру основания цилиндра, а высота —действи- 
тельной высоте его. Если требуется построить проекции сечения прямого цилиндра 
плоскостью общего положения Р’Р, то начинают с того, что на окружности, 
представляющей собою горизонтальную проекцию цилиндра, берут возможно 
большее число, отстоящих одна от другой на равном расстоянии, точек а, В, с, 
фе № ь А Ьт, п, о, р, 4 и, принимая их за горизонтальные проекции 
(в нашем случае 16) образующих, строят вертикальные проекции этих обра- 
зующих в виде прямых, перпендикулярных к оси проекций. Затем, учитывая 
перпендикулярность всех образующих прямого цилиндра к плоскости его оено- 
вания, и принимая во внимание, что, благодаря этому свойству, горизонтальные 
проекции точек сечения любой из них будут совпадать с горизонтальными 
проекциями самих образующих, т.-е. с точками а, 6, с, 4 ит. д, через все 
предполагаемые точки сечения отдельных образующих мысленно проводят 
по горизонтали секущей плоскости Р’рР, что внешним или графическим образом 
выражается тем, что через горизонтальные проекции 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
10, 11, 12, 13, 14, 15 и 16 точек сечения отдельных образующих проводят 
горизонтальные проекции упомянутых горизонталей, строят вертикальные следы 
их и затем, в точках пересечения вертикальных проекций горизонталей с верти- 
кальными проекциями соответствующих образующих, находят вертикальые 
проекции 1’, 2', 3, 4', 5', 6', 7,8, 9,, 10', 11', 12’, 13', 14', 15’ и’ 16' точек 
сечения таковых. Соединяя вертикальные проекции точек сечения отдельных 
образующих, в последовательном порядке их нумерации, между собою по лекалу, 
получают вертикальную проекцию сечения цилиндра в виде замкнутой симмет- 
ричной кривой, носящей название эллипса. На горизонтальной проекции сечения 
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прямые, соединяющие между собою горизонтальные проекции точек сечения 
противуположных образующих, например, линии 1—8, 4— 12, 6—14 ит. д, 
представляют с0бою диаметры окружности основания, проходящие через 
центр о ее. На этом основании проверка правильности произведенного построения 
заключается в том, что независимо одна от другой построенные вертикальные 
проекции 1’— 8’, 4'—12', 6'—14' ит. д. упомянутых диаметров должны все 
пересекаться строго в одной точке о’, т.-е. в вертикальной проекции центра. 
Совмещая плоскость Р’рР на горизонтальную плоскость проекций, находят дей- 
ствительную величину эллипса сечения. 

Построение развертки любой из частей цилиндра, на которые он был раз- 
резан секущей плоскостью, не представляет собою чего-либо сложного. Для этого, 
тем или иным способом, развертывают окружность основания в прямую линию, 
или даже просто, если на цилиндре было взято достаточное число образующих, 
на произвольной прямой откладывают соответствующее количество небольших 
дуг окружности основания, которые, в таком случае, очень близко подходят 
°в их хордам, в отдельных точках деления развернутой окружности, или 
в начальных и конечных точках упомянутых выпрямленных дуг, восставляют 
перпендикуляры и на их последних откладывают действительную величину 
отрезков @и—1', 9—2, с—3, @'—4 и т. д, получившихся в результате 
сечения на соответствующих образующих. Соединяя между собою (фиг. 889) 
по лекалу точки 1, 2, 3, 4 и т. д., получают замкнутый контур, ограниченный 
с трех сторон прямыми линиями, а с четвертой— плавно, без переломов, изги- 
бающейся кривой, который и предетавит собою развертку боковой поверхности 
нижней отсеченной части цилиндра. Полная развертка его получится путем 
пристройки внизу, в любой точке прямой «—а, окружности основания, а вверху, 
при кривой 1 —1—-действительной величины эллипса сечения. 

Задача 12-ая. Построить сечение прямого круглого цилиндра 
вертикально -проектирующей плоскостью, пересекающей таковой 
по всей его боковой поверхности. 

Настоящая зацача отличается тою же простотой, что и решенная выше 
задача 4. Характерная особенность ее заключается в том, что на эпюре (фиг. 890) 
сразу, сами` собой, получаютея обе проекции сечения данного цилиндра верти- 
кально - проектирующей плоскостью Р’рР. Горизонтальная проекция сечения 
представится в виде окружности 1, 2, $, 4, 6, 6, 7, 8, совпадающей е горизон- 
тальной проекцией самого цилиндра, а вертикальная его проекция изобразится 
в виде прямой 1—2, 8'—8', 7—4", 6'—5', расположенной на вертикальном 
следу рР' секущей плоскости. Совмещением сей последней на горизонтальную 
плоскость проекций найдена действительная величина сечения, которая пред- 
ставляет собою эллипс [, 1, Ш, ТУ, у, У, УП, УШ. Полная развертка нижней 
отсеченной части цилиндра построена тем же путем, как это было пояснено 
на предыдущей задаче, и указана на эпюре (фиг. 391). 

Задача 13-ая. Построить сечение прямого круглого 
цилиндра горизонтально -проектирующей плоскостью. 

Чтобы горизонтально проектирующая плоскость рассекала прямой цилиндр, 
необходимо (фиг. 392), чтобы горизонтальный след рР ее рассекал горизонтальную 
проекцию цилиндра. Задача тоже отличается большой простотой. Горизонтальная 
проекция  сечення,  получающаяся автоматическим путем, представляет 
собою хорду 1, 2—3, 4, шо которой разрезается горизонтальная проекция 
основания цилиндра, совпадающую с горизонтальным следом рР секущей плос- 
кости, а вертикальная проекция сечения изобразится в виде прямоуголь- 
ника 1’, 2', 8', 4'. Лействительная величина сечения находится тоже в виде 
прямоугольника 1, П, Ш, 4 путем совмещения секущей плоскости на. любую 
из плоскостей проекций. Полная развертка любой из рассеченных частей 
о не требующая каких-либо добавочных разъяснений, указана на эпюре 

иг. 393). 
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Задача 14-ая. Построить сечение круглого наклонного 
цилиндра плоскостью общего положения и сделать 
полную развертку одной из отсеченных частей его. 

Для того; чтобы построить проекции круглого наклонного к обеим плоско- 
стям проекций цилиндра, необходимо предварительно проделать некоторое вспо- 
могательное построение, заключающееся в том, что сперва прямой круглый 
цилиндр, того же диаметра, рассекают вертикально-проектирующей плоскостью, 
вертикальный след 9()’ которой (фиг. 394) образует с осью проекций тот же 
самый угол @ под которым должны быть наклонены образующие наклонного 
цилиндра в горизонтальной плоскости проекций. Построение это, как мы уже 
видели выше при решении задачи 12 (фиг. 390), отличается большой простотой 
и, в конечном результате, в виде действительной величины сечения (фиг. 894) 
дает тот эллипс, который доляен быть принят за основание 
круглого наклонного цилиндра нужного диаметра. Получив ука- 
занным путем действительную величину эллипса сечения прямого цилиндра, 
строим проекции наклонного цилиндра, располагая его, однако, сперва таким обра-. 
зом, чтобы образующие его были параллельны вертикальной плоскости проекций. 
Для этой цели берем большую Г— \ и малую ПТ— УП оси упомянутого эллинса 
и располагаем их на эпюре (фиг. 395) так, чтобы первая из них была параллельна, 
оси проекций, а вторая — следовательно, к ней перпенцикулярна. По этим осям 
эллипса вычерчиваем сам эллипс, который и примем за основание наклонного 
цилиндра. Затем, желая построить горизонтальную. проекцию наклонного цилиндра, 
образующие которого были бы параллельны вертикальной плоскости проекпий, 
в вершинах ПГ и УП горизонтальной проекции основания, проводят касательные 
к эллипсу, параллельные оси проекций, и, на некотором расстоянии от первого 
эллипса, строят второй — точно такой же, так, чтобы направление их больших 
осей совпадало одно с другим. Второй эллипс будет представлять собою горизон- 
тальную проекцию верхнего основания цилиндра, которое параллельно нижнему. 
Вертикальные проекции оснований цилиндра, в таком случае, обратятся 
в прямые линии 1'—5' иа' —6', из которых первая — лежит на, оси проекций, 
а вторая —— ей параллельна. В результате соединения между собой точек 1’ са’ 
и 5’ о’ получается вертикальная проекция цилиндра, в виде параллелограма 
1, а,0,, 5'. Здесь необходимо заметить, что расстояние межлу малыми осями 
Т- У ис эллинсов, представляющих собою горизонтальные проекции оено- 
ваний цилиндра, должно быть взято такое, чтобы вертикальные проекции обра- 
зующих образовали с осью проекций тот самый угол а, под которым вам цилиндр 
должен быть наклонен к горизонтальной плоскости проекций. Построив таким 
образом обе проекции наклонного цилиндра, сделаем развертку его боковой 
поверхности. Эта часть задачи, в полной мере, представит собою совершенную анало- 
тию с цостроением развертки наклонной призмы. Для этой цели рассечем 
данный цилиндр вертикально-проектирующей плоскостью @'99, перпендикулярной 
Е оси или к образующим его. В. результате сечения должна получиться 
окружность, диаметр 2 — у которой равен диаметру 1 — 5 того прямого цилиндра, 
от которого мы исходили на фиг. 394, или, что то же — малой оси Ш — УП 
эллипса основания наклонного цилиндра (фиг. 395). Вчертим эту окружность 
в вертикальную проекцию цилиндра, т.-е. построим ее, как на диаметре, 
на отрезке вертикального следа. вспомогательной плоскости, заключенном между 
вертикальными проекциями 1'— а’ и 5'—6' двух крайних образующих цилиндра. 
Упомянутую окружность разделим, затем, на возможно большее число равных 
между собою частей (в данном случае на 16) и через каждую из точек деления 
проведем по линии, параллельной вертикальным проекциям обоих крайних обра- 
зующих. Каждая из построенных таким путем линий представит собою, сли- 
вающиеся в одну прямую, вертикальные проекции двух образующих цилиндра, 
лежащих на противуположных сторонах его ‹ поверхности. Горизонтальных 
проекций образующих, как, равным образом, и горизонтальной проекции сечения 


—= 107 —= 


цилиндра плоскостью @'49, в данном случае, можно не строить, так как при 
построении развертки цилиндра они активной роли не играют. Упомянутую выше 
окружность, поделенную на 16 равных частей, развернем, затем, в прямую линию 
МШ— М, для чего, евли дуги ‘деления окружности были достаточно малы, 
по линии М — М просто откладываем 16 приближающихся к ним по длине 
равных между собою хорд, или, вычислив длину окружности по формуле: 
= а==2 лу, делим ее на 16 равных частей. В полученяых, тем или иным 
способом, точках деления развернутой окружности восставим к ней ряд перпенди- 
куляров и на сих последних, выше линии М — №, в последовательном порядке 
откладываем действительные величины отрезков, получившихся на вертикальных 
проекциях образующих цилиндра (фиг. 395) выше вертикального следа @'д вепо- 
могательной секущей плоскости (90. Ниже линии М — М (фиг. 396), на’ упо- 
мянутых к ней перпендикулярах, в том же порядке, откладываем отрезки верти- 
кальных проекций соответствующих образующих цилиндра, расположенные 
(фиг. 395) ниже вертикального следа 0’ секущей плоскости. На эпюре 
` (фиг. 396) откладывание упомянутых отрезков начато в точке 1/ с нанесением 
на первом перпендикуляре (выше и ниже линии // — №) тех отрезков, на кото- 
рые (фиг. 395) рассечена крайняя левая образующая 1 — 5 цилиндра, на, девятом, 
по порядку, перпендикуляре отложены вверх и вниз от развернутой окружности 
части, на которые разрезана крайняя правая образующая 5 — 6 цилиндра; и т. д. 
вплоть до последнего, семнадцатого перпендикуляра, восставленного вточке М, 
который представляет собою повторение первого, Соединив, затем, между собою 
по лекалу в отдельности вершины перпендикуляров выше линии 1/ Ми — ниже 
ее, мы получим некоторый замкнутый контур, ограниченный с двух сторон двумя 
параллельными между собою линиями, а сверху и снизу — двумя параллельными 
же и симметричными кривыми, который и изобразит собою развертку боковой 
поверхности данного наклонного цилиндра. Лалее, для того, чтобы обобщить 
только что проделанную задачу и построить сечение цилиндра, наклонного 
по отношению к обеим плоскостям проекций, возьмем с фиг. 396 горизонтальную 
проекцию предыдущего цилиндра, который, как мы видели, наклонен к гори- 
зонтальной плоскости проекций под углом а, и расположим ее на эпюре (фиг. 397) 
так, чтобы горизонтальная проекция оси цилиндра составляла © осью. проекций 
произвольный, а в некоторых случаях и заданный угол В. Под тем же самым 
углом В цилиндр будет теперь наклонен к вертикальной плоскости проекций. 
Построение вертикальной проекции такого цилиндра, на основании предыдущих 
разъяснений, не представит‘ собою каких-либо затруднений. Вычертив таким 
образом проекции цилиндра, наклонного по. отношению Е обеим плоскостям 
проекций, заладимся произвольной секущей плоскостью общего положения Р'’рР. 
Прежде, чем строить проекции сечения данного цилиндра указанною плоскостью 
Р.Р, заметим, что настоящая задача вполне аналогична с решенной нами 
ранее задачей 11 (фиг. 385). На этом основании, на проекциях цилиндра 
построим проекции целого ряда, симметричным образом одна к другой располо- 
женных, образующих его. Последний прием применен на горизонтальной проекции 
цилиндра и внешним образом выражается в том обстоятельстве, что горизон- 
тальные проекции образующих, симметричным образом взятых на противупо- 
ложных сторонах боковой поверхности цилиндра, попарно совпадают одна с другой, 
как, например, это имеет место по отношению к торизонтальным проекциям 
образующих, проведенных через точки 1 и5, 2 и 4 и би 8 на горизонтальной 
проекции нижнего основания цилиндра. Во избежание излишнего затемнения 
чертежа построено всего только 8 образующих, чего для нашей цели, при вни- 
мательном отношении к чертежной стороне дела, будет вполне достаточно. затем, 
через каждую из означенных образующих мы проводим по вертикально-проекти-. 
рующей плоскости и находим проекции линий пересечения таковых с секущей 
плоскостью Р'’рР. Подробно это указано только по отношению к крайней левой 
образующей, проходящей. через точку 2—2’ нижнего основания цилиндра. Гори- 
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зонтальная проекция линии пересечения вертикально-проектирующей плоскости 5" 
и секущей плоск. Р'’рР пересекает горизонтальную проекцию упомянутой образующей 
в точке 2°, которой будет соответствовать вертикальная проекция 2, на верти- 
кальной проекции той же образующей. Найденные, таким путем, точки 2 и 2% 
и представят собою проекции точки сечения означенной образующей цилиндра 
плоскостью Р’рР. В дальнейшем, опять таки, ради сохранения большей ясности 
` чертежа, применен сокращенный прием построения проекций точек пересечения 
отдельных образующих цилиндра, а именно: учитывая тот факт, что все обра- 
зующие цилиндра, как таковые, параллельны одна другой и, принимая во вни- 
мание то обстоятельство, что благодаря этому их свойству весе вспомогательные, 
проводимые через них, вертикально-проектирующие плоскости, как, равным обра- 
зом, и линии пересечения таковых с секущею плоскостью Р’рР должны быть 
тоже взаимно параллельны между собою, мы через остальные семь образующих 
не проводили вертикально проектирующих плоскостей полностью, т.-е. не строили 
их горизонтальных следов, перпендикулярных в оси проекций, `а проето, 
по вертикальным следам О);, 7), 1), 0; „Пъ, О; и 1% линий пересечения упомянутых 
плоскостей с плоскостью Р’»р.Р, строим горизонтальные проекции означенных 
линий пересечения и, опять таки, не полностью, а проводим их только до пере- 
сечения их с горизонтальными проекциями соответствующих образующих. Таким 
путем были найдены точки 1., 3х, 4%,5., 6,,7о и 8%, а по ним построены и верти- 
кальные проекции 1',3'%,4',5'о, 6',7',и8' точек сечения остальных семи образующих. 
После этого оставалось только, в отдельности одни от других, соединить между 
собою по лекалу, в последовательном порядке, все горизонтальные и все верти- 
кальные проекции точек сечения образующих для того, чтобы, в виде двух эллипсов, 
получить проекции сечения данного наклонного цилиндра цанною плоскостью 
общего положения Р’рР. Действительная величина сечения найдена на том же 
чертеже, в виде большого эллипса, посредством совмещения секущей плоскости 
на горизонтальную плоскость проекций. 

Для того, чтобы сделать развертку боковой поверхности обеих рассеченных 
частей цилиндра сразу, воспользуемся боковой разверткой тото же неусеченного 
цилиндра, сделанной нами ранее на эпюре (фиг. 396). Для этого нужно будет 
на девяти (через одну), из имеющихся здесь семнадцати, образующих нанести 
действительные величины, получившихся на них в результате сечение цилиндра 
плоскостью Р’рР отрезков. Для того, чтобы найти действительную величину 
упомянутых отрезков на эпюре (фиг. 397), приводим одну из образующих 74 —7'4 
пилиндра в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций, и на 
вертикальную проекцию 7',— 4% ее в этом ее положении линиями, параллель- 
ными оси проекций, выносим точки 1’, ,2',,3', 4,5’, 6%, 75 и 8',. Сущность этого 
приема должна быть понятна, так как была подробно пояснена при решении 
задачи 11. 

Получающиеся, таким путем, отрезки 7—1 и 1—4, 71-2 и 2—4, 
7',— Зи 4' —3 ит. д. и дадут нам действительную величину частей, на которые 
соответствующие образующие цилиндра разрезаны секущей плоскостью Р'Р. 
Нанося теперь эти отрезки, в должном (через одну) порядке, на соответствующих 
девяти образующих развертки (фиг. 396), мы получим на них точки 1, П, Ш 
и т. д. вплоть до последней, снова Г. Соединение между собою упомянутых 
точек, по лекалу, даст кривую разреза боковой поверхности цилиндра плоеко- 
стью Р'’рР. Вполне понятное и не представляющее собою особого интереса 
построение полной развертки рассеченных частей цилиндра на эпюре — не пока- 
зано. Однако, прежде, чем перейти к решению следующей очередной задачи, 
необходимо заметить, что при последнем построении нами была допущена 
небольшая неточность, заключающаяся в том, что образующие на развертке 
(фиг. 396) были взяты на равном одна от другой расстоянии, а отрезки, кото- 
рые мы на них наносили, получены были на образующих цилиндра, построенных 
(фиг. 397) на несколько ином взаимном расстоянии, т.-е. на образующих, только 
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симметрично одна по отношению к другой расположенных. Правда, упомянутая 
неточность весьма незначительна и, в конечном результате, показательная сто- 
рона вопроса от нее не страдает, но обратить внимание учащихся на это обето- 
ятельство, все-таки, следовало, как, равным образом, следует рекомендовать и 
проделать точное построение самостоятельно. 


Задача 15-ая. Построить сечение прямого круглого цилиндра 
одновременно двумя, внутри тела его пересеквающи- 
мися, плоскостями общего. положения. 

После всего вышеизложенного настоящая задача не представляет собою чего- 
либо нового и приведена на эпюрах (фиг. 398 и 399) только ради большей 
полноты данного отдела и для показания оригинального вида развертки рассе- 
ченного таким образом цилиндра. Часть 2у—2”/' линии пересечения обеих пло- 
скостей РуР и (94, заключенная внутри тела цилиндра, представит собою 
линию пересечения обоих сечений его, или как бы ребро, по которому 
они перегибаются, будучи наклонены — одно в правую, а другое — в левую 
стороны. Учащимся рекомендуется самостоятельно найти действительную вели- 
чину обоих сечений и достроить полную развертку нижней отсеченной части 
цилиндра. 

Задача 16-ая. Провести плоскость, касательную к поверх- 
ности наклонного цилиндра по какой-либо одной из его 
образующих, и затем построить сечение его второю 
плоскостью, параллельной первой. 


Следы плоскости, касательной к поверхности наклонного цилиндра по какой- 
либо одной из его образующих, должны проходить через одноименные следы этой 
образующей. На этом основании, желая (фиг. 400) провести плоскость Р'’эР, 
касательную в поверхности наклонного цилиндра по его образующей ай— а’, 
мы сперва находим оба следа, горизонтальный Си вертикальный Г), упомяпу- 
той образующей, из которых первый — совпадает с точкой а на горизонтальной 
плоскости проекций, а затем, задавшиеь на оси проекций произвольной точкой р, 
соединяем ее с обоими следами Си Л) образующей. Продолжив линию Орвыше 
оси проекций, мы получим искомую плоскость Р’рР, касательную к поверхности 
наклонного цилиндра по его образующей ((— ай’. Любая другая плоскость, 
например, плоскость ()'9(), построенная тем же путем и проходящая через ту же 
образующую а —а'', перестанет быть касательной к поверхности данного 
цилиндра, а сделается по отношению к нему —секущею, параллельной его обра- 
зующим, как только ее горизонтальный след 49@ будет рассекать основание 
цилиндра в точках а и х, т.-е. — по отрезку ах— а’х’', Плоскость 5'55, парал- 
лельная плоскости Р’рР и, следовательно, тоже параллельная образующим 
цилиндра, но рассекающая. эллипс основания цилиндра. по отрезку де — Ве, 
рассечет цилиндр по параллелограму ие — 6'Гт’с', две противулежащих сто- 
роны 61 —6'Г и ст— ст’ которого будут параллельны образующим цилинтра, 
и две других противуположных стороны которого представят собою отрезки 
06 — бе’ ит— 1, по которым плоскость 9'58 рассекаетнижнее и верхнее 
основание цилиндра. 


Задача 17-ая. Построить сечение трехгранной пирамиды пло- 
скостью общего положения и сделать полную развертку 
любой из отсеченных частей ее. 


Построение проекций пирамиды производится весьма несложным образом. 
Для этого, заладимся (фиг. 401), в качестве основания. ее, произвольного вила тре- 
угольником аб" — а'0'’с’, лежащим на горизонтальной плоскости проекций, и затем, 
приняв произвольную точку о—0', лежащую внутри этого основания. или вне 
его, безразлично, за подошву высоты пирамиды, строим проекции этой высоты: 
торпзонтальную-03, ввиде точки двойного наименования, а вертикальную —0'5', 
в виде линии, перпендикулярной к оси проекций. Точка 5—5’ будет вершиной 
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пирамиды. Соединяя проекции вершины пирамиды содноименными проекциями бе 
иа, В, © вершины ее основания, мы и получим обе проекции самой пира- 
милы, которую теперь и рассечем плоскостью общего положения Р’р.^Р, раеое- 
кающей ее по всем трем ее граням. : 

Решим настоящую задачу сперва по первому из рассмотренных выше спо- 
еобов, т.-е. найдем проекции точек сечения каждого из ребер пирамиды в отдель- 
ности. Для этой цели через каждые из ребер ее проведем по вепомогательной 
вертикально - проектирующей плоскости, Таковая вертикально-проектирующая 
плоскость 0'90, проведенная через ребро аз—@'5', пересечет секущую пло- 
скость РР по прямой, следами которой будут точки С, и Л.. НШостроив 
проекции С, —4;: и р, —е',—(повледнюю строить не приходиться, так как она 
получается автоматическим путем на вертикальном следу (@'4 вспомогательной 
плоскости), мы видим, что горизонтальная проекция (С, — 4этой линии пересе- 
кает горизонтальную проекцию а$ данного ребра в точке 1, которой будет соот- 
ветствовать точка 1’ на вертикальной проекции а’5' этого. ребра. Точки 1 
й1' и будут горизонтальной и вертикальной проекциями точки пересечения 
ребра аз —а'5' пирамиды плоскостью общего положения РуР. Тем же путем 
мы находим точку 2 —2' сечения ребра 5—-6'5' пирамиды, для чего проводим 
через него вспомогательную вертикально проектирующую плоскость В'”А. Верти- 
кально-проектирующая плоскость ТУТ, которая с тою же целью проводится через 
ребро е°—'з' пирамиды, в силу перпендикулярности к оси проекций обеих его 
проекций с5 и ©'5', обращается в профильную плоскость. Вследствие этого обото- 
ятельства обе проекции: Сз@з горизонтальная и эс’ вертикальная линии 
пересечения ее с секущей плоскостью Р'рР совпадут со следами ТЕ и ФТ про- 
фильной плоскости, что, в свою очередь, лишает нао возможности найти прямым 
путем точку пересечения этого ребра плоскостью Р’р.Р, как мы это легко сде- 
тали по отношенню к двум первым ребрам пирамиды. Однако, совместив про- 
фильную плоскость ТТ, вместе с заключенным в ней ребром Е 
и с образовавшейся в ней линией пересечения Р.О. ее © секущей плоскостью 
Р'’рР, на горизонтальную плоскость проекций, мы увидим, что совмещенная 
линия 0.0.0 пересечения упомянутых плоскостей пересекает совмещенное ребро 
«8, в точке 8,. Точка 3, находится на горизонтальной плоскости проекций, она, 
как известно, совпадает со своею горизонтальной проекцией, а вертикальная ее 
проекция 3,’ расположится на оси проекций. Во время же обратного приведения 
профильной плоскости в ее первоначальное положение, точки 80 и Зо, переме- 
шаясь: первая — по траектории, параллельной оси проекций, а вторая — по дуге 
круга, с центром его в точке в", в конце процесса обратного вращения перейдут 
на следы Ти #Г профильной плоскости или, что то же, на совпадающие 
< последними одноименные проекции с5 и 6'5' третьего ребра пирамиды, в точки 
Зи 3’, которые и представят собою проекции точки пересечения этого ребра 
пирамиды плоскостью Р'’рР. Соединение между собою, независимо одних от дру- 
гих, точек 12 изи тои 3’ прямыми линиями дает, в конечном резуль- 
тате, проекции сечения пирамиды плоскостью общего положения Р'ОР, в виде 
двух треугольников 1, 2,3 и 1', 2, 3'. Путем совмещения секушей плоскости 
на горизонтальную плоскость проекций мы находим действительную величину 
этого сечения данной пирамиды, в виде треугольника ТГ В 

Сделать развертку боковой поверхности пирамиды — значит построить в одной 
плоскости чертежа, в совмещенном на нее виде, т.-е. в их натуральную величину 
и в соприкасающемся одна с другою по соответствующим их ребрам состоянии, 
все грани пирамиды. Задача эта, как легко можно видеть, сводится к построению 
ряда смежных между собою треугольников, каждого — по трем данным сторонам 
его. В нашем случае таких треугольников придется построить —три. Прежде, 
чем приступить к построению развертки пирамиды, необходимо найти действи- 
тельную величину всех ребер ее. Слелать это, вообще, нетрудно, а в данном 
случае даже особенно просто. Действительно, вглядевшись ближе в проекции 
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ребра аз —а’5', мы заметим, что горизонтальная его проекция аз параллельна 
оси проекций, т.-е., что, следовательно, само ребро АБ параллельно вертикальной 
плоскости проекций, благодаря чему вертикальная проекция а’3’ этого ребра 
уже предоставляет собою его действительную величину. Действительную вели- 
чину ребра 36—95’ искать не приходится, так как мы имеем это ребро 
в совмещенном на горизонтальную плоскость проекций состоянии, в виде отрезка 
с, так что остается найти действительную величину только одного ребра 
$6 —'6'. Для этой цели, путем вращения упомянутого ребра 6—6’ вокруг 
высоты 05 —0'5' пирамиды, приведем его в положение, параллельное вертикаль- 
ной плоскости проекций. В конце означенного процесса вращения горизонталь- 
ная проекция этого ребра должна будет. занять положение 50, параллельное оси 
проекций, а вертикальная его’ проекция изобразится линией $0,, которая 
и представит собою искомую действительную величину данного ребра. Стороны а, 
с и са основания пирамиды уже имеются в их натуральную величину, так как 
пирамида стоит на горизонтальной плоскости проекций. Теперь, (фиг. 402), через 
произвольную точку 65, которую примем за вершину развернутой пирамиды, 
проведем прямую лннию и на ней отложим отрезок 5, равный действительной 
величине ребра 45 — а'з', т.-е. —его вертикальной проекции а’5'. Из точки 4, 
как из центра, радиусом, равным стороне об основания пирамиды, проведем 
небольшую лугу и из точки б засечем ее другою дугой радиуса БВ, равного 
действительной величине ребра 6—6, т.-е. вертикальной проекции его 
56', в его новом повернутом параллельно вертикальной плоскости’ проекций 
положении. Построенный таким образом треугольник бАВ представит собою 
положенную на плоскость чертежа первую грань пирамиды. Послеэтого из точки В 
описываем дугу радиусом ВО, равным стороне бе основания пирамиды, и засе- 
каем ее из точки 9 дугою радиуса ЭС, равного действительной величине 650 
ребра < —з'в' пирамиды, совмещенного на горизонтальную плоскость проекций. 
Пользуясь тем же приемом, из точки С проводим дугу радиувом ОА, равным ото- 
роне са основания пирамиды, и засекаем ее. из точки © дугою радиуса А, 
равного действительной величине з'а’ первого ребра за— за’ пирамиды. Тре- 
утольник ©СА представляя собою третью грань пирамиды, завершает построение 
развертки боковой поверхности ее, когорая, таким образом, и изобразитея в виде 
неправильного пятиугольника ЗАВСОА. Оделав из точек Б и С васечки радиусами 
ВА и СА, т.-е. пристроив к стороне ВС боковой развертки основание 
АВС пирамиды, мы получим полную развертку ее в виде неправильного кон- 
тура бАВАСА. Теперь на той же развертке встроим развертку нижней отее- 
ченной части пирамиды. Для этого необходимо на каждом из ребер развертки 
нанести действительную величину получившихся на них в результате сечения 
пирамиды плоскостью Р’рР отрезков. Так как действительная величина первого 
ребра пирамиды, как мы видели (фиг. 401), равна вертикальной его проекции $'а’, 
то и действительная величина его отрезка будет равна вёртикальной проекции а'1' 
такового, поэтому на ребрах ©А развертки, с обеих ее сторон (фиг 402), мы 
отложим по отрезку А — 1, равному отрезку а'1'. Чтобы найти действительную 
величину отрезка, получившегося на ребре 35—55’ пирамиды (фиг. 401), мы 
линией, параллельной оси проекций, переносим точку 2’ © вертикальной его 
проекции 5'6'’ в точку П на новое положение 5'0 вертикальной проекции этого 
ребра, после его поворота (сущность этото приема должна быть понятна), и полу- 
ченный таким образом отрезок %%2,’П откладываем в виде отрезка БИ на ребре 
ОВ развертки. Действительная величина отрезка, отсеченного от третьего ребра 
8 —8'е' пирамиды, имеется (фиг. 401) в совмещенном на горизонтальную пло- 
<кость проекций положении в виде отрезка с8,. Нанеся этот отрезок на ребро 
бс отрезки (фиг. 402), соединив между собою прямыми линиями точки Ь П, Ш 
и |, построенные указанным выше способом на ее ребрах, и сделав из точев 
ПТ и Ш засечки радиусами П—Ти Ш -—Т, т.-е. пристроив к стороне ПШ 
верхнего очертания развертки действительную величину |, П, ПШ сечения пира- 
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миды, мы и получим полную развертку нижней отсеченной ее части в виде 
неправильного контура Т, 4,В,А,О,А, 1, Ш, И.Т). 

Задача 18-ая. Построить сечение трехгранной пирамиды гори- 
зонтально-проектирующей плоскостью и сделать полную раз- 
вертку одной из отсеченных частей ее. 

Если горизонтально-проектирующая плоскость Р’рР рассекает данную пира- - 
миду (фиг. 403), то горизонтальный след рР секущей плоскости должен пере- 
секать горизонтальную проекцию пирамиды. Горизонтальная проекция сечения 
изобразится, в данном случае, отрезком прямой 1,2, 3, совиадающим © упомя- 
нутым горизонтальным следом рР плоскости РФР. Точки 1 и 3 представляют 
собою, совпадающие с их собственными горизонтальными проекциями, точки сече- 
ния сторон ас и 0с основания пирамиды. Вертикальные проекции 1' и 3' этих точек 
расположатся на оси проекций. Точка 2 представляет собою горизонтальную про- 
екцию точки сечения ребра с — з'с' пирамиды. Соответствующую ой вертикальную 
проекцию 2, построить обычным путем нельзя, так как обе проекции озна- 
ченного ребра перпендикулярны к оби проекций. Для этой цели проведем через 
него профильную плоскость @’9@, которая пересечет секущую плоскость 
Р'’»Р по линии, перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, при 
чем горизонтальный след этой линии совпадет с точкой 2 Совместив профиль- 
ную плоскость @'4@ на горизонтальную плоскость проекций и построив совуе- 
шенное положение ребра зе — 'с’в виде отрезка 6ус, а совмещенное положение 
линии пересечения обеих плоскостей — в виде отрезка 2-2, мы увидим, что оба 
упомянутые отрезка пересекаются один © другим в точке 2, которая и пред- 
ставит с0бою самую точку сечения ребра зе $'< пирамиды плоскостью Е 
Точке 2, соответствует ее вертикальная проекция 2, на оси проекций. При 
обратном вращении профильной плоскости (49 в состояние профильности, 
точка %, вернется в свое первоначальное положение 2, & точка 2, по дуге 
круга, переместится в точку 2’ на вертикальную проекцию $'6’ данного ребра 
и представит собою вертикальную проекцию точки сечения его плоскостью Р-р В 
Вертикальная проекция сечения пирамиды изобразится треугольником к 
Лействительная величина сечения —1, Ц, 3 находится путем совмещения секущей 
плоскости на горизонтальную плоскость проекций, 

Полная развертка, как целой пирамиды, так и задней отсеченной ее части, 
производится тем же способом, который был разъяснен в предыдущей задаче. 
Развертка пирамиды в ее первоначальном неусеченном виде изобразитея 
(фиг. 404) неправильным контуром ЮСАСВОВ, для того же, чтобы построить 
полную развертку задней, отсеченной части ее, поступают следующим образом: 
на основаниях ас и 6бс развернутых граней ЗАС и 5ВС откладывают отрезки 
АТи ВП, равные отрезкам «—1 и —3 соответствующих сторон основания 
пирамиды (фиг. 403), а ва ребре 5О ее — действительную величину —П 
получившегося на нем отрезка, равную отрезку © — %. Те же отрезки А—1 
и В ПИ откладывают и на развернутом основании АВС пирамиды. Точки 
Ти П на грани ЗАО развертки, —П и Ш на грани ЭВО ее и точки | и Ш на 
основании АВО соединяют между собою попарно прямыми линиями. К стороне 
1—1! усеченного основания пристраивают действительную величину сечения 
ТИ, Ш и, таким образом, в виде неправильного контура ИЕ 
В, П.П, 5 получают полную развертку задней отсеченной части пирамиды. Пол- 
ная развертка передней отрезанной ее части изобразится (фиг. 405) в виде 
неправильного же многоугольника Г, И, С, П, Ш, И, Г, построение которого непо- 
средственно связано со всем вышеизложенным и, само по себе, настолько 
несложно, зто не требует каких-либо добавочных разъяснений. 


1) В результате всего вышеизложенного, построение полной развертки верхней отсечэнной 
части пирамиды не требует дальнейших разъяснений и может быть выполнено учащимисн — само- 
стоятельно. 


В 


Задача 19-ая. Построить сечение трехгранной пирамиды 
вертикально-проектирующей плоскостью и сделать п олную 
развертку любой из отсеченных частей, ее. | 

После всего вышеизложенного решение настоящей задачи не представит 
собою чего-либо сложного. Вертикальная проекция сечения пирамиды (фиг. 406) 
изобразится в виде отрезка 1'— 8’ — 2', совпадающего с вертикальным следом Р’р 
секущей плоскости. Горизонтальные проекции 1 и 2 точек сечения ребер за—5'а’ 
и 3) —32' пирамиды находятся обычным путем на горизонтальных проекциях 
за и 30 таковых и только, опуская перпевндикуляр из точки 3’ на горизонталь- 
ную проекцию зе третьего ребра, мы не можем найти горизонтальной проекции 
точки сечения его, так как обе проекции этого ребра перпендикулярны к оси 
проекций, или, другими словами, так как оно лежит в профильной плоскости 
(44. Употребим для этой цели тот же способ, который был указан в предыду- 
щей задаче, т.-е. совместим означенную профильную плоскость, вместе с распо- 
ложенным в ней ребром зе —5'с’ пирамиды и линией пересечения ее с секущей 
плоскостью Р’рР, на горизонтальную плоскость проекций. Проекциями линии 
пересечения профильной плоскости @'4@ с плоскостью Р’рР будут служить: вер- 
тикальной — точка Г), совпадающая с вертикальным следом упомянутой линии, 
а горизонтальной — отрезок, совпадающий с горизонтальным следом 90 профиль- 
ной плоскости. По совмещении сей последней на горизонтальную плоскость 
проекций, вертикальный след Л линии пересечения упомянутых плоскостей 
перейдет в точку /% на ось проекций, а сама линия пересечения их изобра- 
зится в виде отрезка 0%, параллельного горизонтальному следу 9@ профиль- 
ной плоскости, при чем точка /), совпадает с точкой 8’. Совмещенное положе- 
ние ребра *с —8'6'’ пирамиды представит собою отрезок &уе, который, как ВИДНО, 
пересекается линией пересечения обеих плоскостей в точке 3. В” результате 
обратного приведения профильной плоскости ()'0@ в ее первоначальное положе- 
ние, точка 3 переместится по траектории, параллельной оси проекций, на гори- 
зонтальную проекцию 56. означенного ребра в точку 3, которая и будет горизон- 
тальн Й проекцией точки сечения его плоскостью Р'’рР. Действительная величина 
сечения 1, П, Ш пирамиды, ради проверки правильности произведевного построе- 
ния, определена дважды путем последовательного совмещения секущей плоскости 
на обе плоскости проекций. Полная развертка нижней отсеченной части пира- 
миды выполнена, уже рассмотренным нами выше способом, для чего предвари- 
тельно была определена действительная величина ребра $0 — 5/0', в виде отрезка 
6’, на который линией, параллельной оси проекций, была перенесена точка 
2’в ее новое положение, т.-е. в точку П. Прямая 0’, —П, как известно, пред- 
ставляет собою действительную величину отрезка, отсеченного от данного ребра. 
В дальнейшем, все построение развертки, приводимой на эпюре (фиг. 407), 
настолько несложно, что не требует каких-либо дополнительных разъяснений, 

В заключение поясним второй, отличающийся большой простотой, способ, 
которым может быть найдена горизонтальная проекция 3 точки сечения ребра 
$6—5'6', заключенного в профильной плоскости. Для этой цели повернем озна- 
ченное ребро в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций, при- 
няв за ось вращения данного процесса — высоту пирамиды. 

В результате поворота горизонтальная проекция 36 этого ребра займет 
новое положение $С,, параллельное оси проекций и в данном случае совпадаю- 
щее с направлением горизонтальной проекции 5@ первого ребра За — 5'а' пира- 
миды, & вертикальная его проекция изобразится отрезком 5’, на который по 


траектории, параллельной оси проекций, перейдет точка 3’ в ее новое положе- 
ние, т.-е. в точку 8’, Сей последней будет соответствовать ее новая горизон- 


тальная проекция 3, на отрезке ©С,. В результате обратного приведения данного 
ребра в его первоначальное положение точка, 3’, вернется обратно на свое 
‘прежнее место в точку 3’, а точка 3', по траектории в виде дуги круга, ради- 


Куге начертательной геометрии. 8 
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уса бе, из центра 5 переместится в точку 3 на горизонтальную проэкцию С 


этого ребра. Правильность обоих построений подтверждается тем обстоятельством, 
что точка 3, найденная двумя независящими один от другого приемами, дает 
один и тот же конечный результат, а именно, горизонтальную проэкцию 3 точки 
сечения ребра 5 —5'6’ данной пирамиды вертикально проектирующей плос- 
костью Р'’рР 1). 

Задача 20-ая. Построить сечение правильной пятигранной 
пирамиды плоскостью общего положения и сделать полную 
развертку обеих рассеченных частей ее. 

Применим для решения настоящей задачи второй из известных нам способов, 
т.-е. будем искать не точки пересечения отдельных ребер пирамиды, а построим 
(фиг. 108) проекции линий сечения секущею плоскостью Р’/.Р каждой из ее граней. 

Горизонтальный след плоскости, в которой лежит грань 690—5'а'6' пирамиды, 
пересечет горизонтальный след р.Р секущей плоскости в точке С’, которая и будет 
первою из нужных нам точек линий нересечения рассматриваемых плоскостей. 

Лля нахождения ее второй точки рассечем как самое пирамиду, так и секу- 
щую плоскость Р’рР вспомогательной плоскоетью В’— А’, параллельной горизон- 
тальной плоскости проекций. Эта вспомогательная плоскость пересечет плоскость 
грани баб—5'а’б' по горизонтали, горизонтальная проекци /—9 которой будет 
параллельна стороне @б основания, & секушую плоскость — по горизонтали, 
горизонтальная проекция которой изобразится отрезком о—, параллельным 
горизонтальному следу рР плоскости Р'’рР. Горизоятальные проекции /—49 ©—4% 
упомянутых горизонталей пересекутся между собою в точке Х, которая и будет 
искомой второй точкой горизонтальной проекции линии пересечения грани БАВ 
и секущей плоскости Р’рР. Соединяя точку О; с точкою Х, мы видим, что полу- 
чающаяся таким путем прямая пересекает горизонтальную проекцию зав рас- 
сматриваемой грани призмы по отрезку 1—2, который, следовательно, и будет 
горизонтальной проекцией линии, по которой данная грань ХАВ призмы рас- 
секается плоскостью Р’рР. Чтобы найти соответствующую ей вертикальную ее 
проекцию 1’—2', совместим профильную плоскость (@'9(, в которой заключено 
ребро 5»—56 пирамиды, на горизонтальную плоскость проекций найдем самую 
линию Ор— Ср пересечения профильной плоскости ('9@ и секущей плоскости 
Р'рР и само ребро $6 пирамиды и, построив точку П пересечения означенных 


прямых, приведем профильную плоскость обратно в ее первоначальное положе- 
ние, благодаря чему точка 2’, переместится в точку 2’ на вертикальной проек- 
ции 96’ означенного ребра. Горизонтальные проекции 2—3, 3—4, 4—5 и 5—1 
линий пересечения остальных граней пирамиды находятся тем же способом, 
который нет надобности еще раз подробно повторять. Чтобы уяснить сущность 
построения, скажем только, что горизонтальными следами линий пересечения 
граней 5ВО, ОО, и б)Е с плоскостью Р’рР будут в последовательном порядке 
точки С, С, и С, а точками пересечения горизонтальных проекции горизонта- 


лей, по которым вспомогательною плоскостью 2Р’— А" рассекаются упомянутые 
грани пирамиды и секущая плоскость Р’уР, в том же порядке, будут служить 
точки у, 2 и 8. Горизонтальная проекция 5—1 линии сечения последней грани 
ЭРА пирамиды находится просто путем соединения между собою прямой линией 
независимо одна от другой построенных точек 5 и 4. Таким образом будут 
найдены обе: горизонтальная — 1, 2, 3, 4, 5 и вертикальная — 2’, 2', 8, 4, . 
проекции сечения данной пирамиды плоскостью общего положения Р'рР. Дей- 
ствительная величина ТГ, П, ПТ, 1У, У сечения получается обычным путем, 
посредством совмещения секущей плоскости на горизонтальную плоскость проек- 
ций. Фиг. 409 и 410 предсгавляют собою: первая — полную развертку нижней- 
а вторая — полную же развертку верхней отсеченных частей пирамиды. Построе- 


) Чтобы не затемнять эпюру, построение это на фиг. 406 не выполнено, про- 
делать его предлагае:ся учащимся самостоятельно. ; 
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ние их настолько просто, что не нуждается в повторном разъяснении, за исклю- 
чением разве только того приема, при помощи которого была найдена действи- 
тельная величина отрезков, на которые рассечены отдельные ребра пирамиды. 
Учитывая то обстоятельство, что данная пирамида — правильная, достаточно 
было найти действительную величину любого из ее ребер, например, натураль- 
ный размер ©’е’, ребра бе — 5'е'’и на него перенести точки 1', 2', 3 4’ и 5’, 
т-е. вертикальные проекции точек сечения всех ребер. Для того же, чтобы не 
‘затемнять чертежа, означенные точки были вынесены прямыми параллельными 
оси проекций не на упомянутое положение вертикальной проекции 'е', дан- 
ного ребра пирамиды, а на линию 5,—@, ему параллельную, ироведенную 
с левой стороны сего последнего. Таким приемом мы и в дальнейшем будем 
иметь повод пользоваться, ради упомянутой выше цели, т.-е. для сохранения 
большей ясности чертежа. 


Задача 31-ая. Провести через вершину пирамиды плоскость 
‚общего положения. 


Настоящая задача, являясь как бы дополнительной, в нами подробно рас- 
смотренном вопросе о сечении пирамид всякого рода плоскостями, вообще, 
имеет непосредственное отношение к следующему важному отделу взаимного 
пересечения многогранников и тел вращения одних с другими и, на этом осно- 
вании, заслуживает 060бо внимательного к себе отношения. Для того, чтобы 
какая либо плоскость проходила через вершину пирамиды, необходимо и доста- 
Точно, чтобы плоскость эта проходила через произвольную прямую, в свою 
очередь проведенную через вершину той же пирамиды. На этом основании, 
Желая (фиг. 411) провести через вершину $—5' пирамиды плоскость общего . 
положения, мы сперва проведем через проекции $ и 5' вершины проекции $—х. 
и $—’ произвольной прямой, найдем горизонтальный Си вертикальный /) 
слелы означенной прямой и, затем, задавшись на оси проекций произвольной 
точкой р, соединим ее с упомянутыми следами Си) прямой $%—8'ах. Получен- 
ная таким путем плоскость Р’Р и будет одна из бесчисленного множества 
плоскостей, имеющих с данной пирамидой только одну единственную общую точку, 
т.е. одна из плоскостей, проходящих через вершину з—5’ пирамиды. Проведен- 
ная через ту же прямую 57—55’ другая плоскость ©’, проходя через вер- 
шину $5 пирамиды, оудет резко отличаться от первой плоскости Р'»Р. 
Плоскоеть Р’»Р, как мы видели, имеющая с данной пирамидой только одну 
единственную общую точку $—, является по отношению к сей последней 
как бы касательной в ее вершине, горизонтальный же след 9@ второй плоскости 
4'4@ рассекает горизонтальную проекцию абс основания пирамиды, из чего. 
можно заключить, что плоскость ()'/@, проходя через вершину 5—' пирамиды, 
в то же самое время является по отношению в ней плосьостью — секущей, 
разрезающей ее ио треугольнику 1,5,2—1'5'2 на две неправильных части, ив. 
5 торых каждая — представляет с0б0ою тоже по неправильной же наклонной 
пирамиде с тою же вершиной 5—5. Первая из этих пирамид будет четырех- 
транная, с основанием в виде неправильного четырехугольника 4,1,2,6—0',1',2' 6, 
а вторая — трехгранная, с основанием в виде треугольника 1,6,2 — 1',с',2'. 
Если бы мы теперь пожелали провести произвольную плоскость общего поло- 
жения через какое либо из ребер пирамиды, положим через ребро 56 — 5'е' «ее, 
то должны были бы поступить тем же способом, т.-е. найдя оба, горизонтальный 
С и вертикальный 0) еледы этого ребра, мы через следы его проведем одно- 
именные следы исьомой плоскости. Полученные таким путем плоскости Д’-В- 
и К’АК будут обе проходить через ребро 5се—'с' данной пирамиды, являясь 
по отношению в ней касательными по упомянутому ребру, плоскость же ГИ, 
проходящая через то же ребро пирамиды, явится в то же время, подобно плос- 
кости (у, плоскостью секущей, рассекающей пирамиду на две неравные части, . 
из которых каждая — представляет собою то же неправильную пирамиду. Осно- 
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ванием первой из них будет служить треугольник 4,.35—а’,с',5', а основанием 
второй — треугольник 3,6,6,— 8',6',5'. Обе ппрамиды будут иметь одну и ту же 
общую для них вершину $—5'. Здесь следует заметить, что секущая плоскость, 
проходящая через вершину пирамиды, как, например, плоскости @'40 и Г/М», 
рассекает ее по сечению в виде треугольника, вершина которого совпадает 
с вершиной самой пирамиды, две стороны которого представляют собою линии 
[(1,5—1'8',) (2,5—2',5',) (3,5—8',5') и (36—8'6)] сечения граней пирамиды упо- 
мянутою плоскостью и основание которого есть нечто иное, как сечение 
[(1,2—1',2’) и (3с—8',6'))] основания пирамиды. На это последнее обстоятельство 
следует обратить особое внимание, так как ниже мы будем иметь повод исполь- 
зовать упомянутое свойство подобного рода секущих плоскостей при решении 
задач на взаимное пересечение многогранников. 

Задача 22-ая: Построить сечение прямого круглого конуса. 
плоскостью общего положения, рассекающею его по всей его боко-. 
вой поверхности. 

С настоящей задачей нетрудно справиться, если рассматривать прямой 
круглый конус, как предел, к которому приближается правильная пирамида при 
бесконечном увеличении числа ее граней, из которых, в конце концов, каждая— 
обратится в отдельную образующую конуса. В таком случае, предлагаемая задача. 
может быть решена следующим образом: на поверхности конуса (фиг. 412) 
наносят возможно больше число образующих (чем больше, тем лучше) и через. 
каждую из них, как это имело место ранее при рассмотрении вопроса о сече- 
нии пирамид, проводят по вертикально проектирующей плоскости. На эпюре_ 
(фиг. 412) таких образующих взято восемь, а именно ба—5'а’, 56 —5'6', 56—5'с, 
ба—5'а’, 5-5, 59—5'9' 61—65’. Затем строят проекции линий пересечения 
означенных вспомогательных плоскостей с секущею плоскостью Р'рР и отмечают 
точки пересечения горизонтальных проекций сих последних с горизонтальными 
проекциями соответствующих образующих, Найденные таким путем точки 1, 2, 
3, 4, 5, 6, Ти 8 и представят собою горизонтальные проекции точек сечения 
этих восьми образующих секущей плоскостью Р’рР. Соответствующие им вер- 
тикальные проекции 1', 2', 8', 4', 5', 6',7'и 8’ строят на вертикальных проекциих 
соответствующих образующих. Соединяя те и другие в отдельности между 
собою по лекалу, получают горизонтальную и вертикальную проекции сечения 
конуса плоскостью Р’рР в виде замкнутых симметричных кривых, называемых 
эллипсами. Проекции 3—3’ и 7—7' точек пересечения образующих 66—5'с' 
й 59 —5'9’ найдены были путем совмещения профильной плоскости, в которой 
они расположены, на торизонтальную плоскость проекций. Линия СО, пересе- 


чения профильной и секущей плоскостей, при этом тоже совмещаемая на гори- 
зонтальную плоскость проекций, как видно, пересекает упомянутые образующие 
сб, и 95, в точках Ши УП. Приводя профильную плоскость в ее первоначаль- 


ное положение, получают проекции их 3—8’ и 7—7 на соответствующих 
проекциях упомянутых образующих. Построение развертки боковой поверхности, 
как целого конуса, так и любой из его отееченных частей, своевременно будет 
показано ниже. 

Основательное знакомство с общими приемами Начертательной Геометрии 
дает нам возможность применить для решения той же задачи другой более 
простой и быстрый способ. Геометрическими свойствами применяемых в: дело- 
различных вспомогательных плоскостей необходимо’ овладеть в такой степени, 
чтобы в каждом отдельном случае пользоваться как раз теми из них, которые 
наиболее простым путем ведут к конечному результату. Так, например, если 
желая решить ту же самую задачу, мы построим, в качестве вспомогательных 
плоскостей (фиг. 413), не ряд вертикально-проектирующих плоскостей, а целую: 
серию плоскостей, параллельных горизонтальной плоскости проекций, то придем 
& одному и тому же конечному результату. Действительно, плоскость В’ — В’, парал- 
лельная горизонтальной плоскости проекций, рассечет данный конус по окруж- 
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ности, проекциями которой будут служить: горизонтальной — окружность, радиуса 
57, концентричная основанию конуса, а вертикальной—отрезок 7’—', совпадаю- 
щий с вертикальным следом В’— А’ упомянутой плоскости. Секущую же плос- 
кость Р’рР вспомогательная плоскость В’ А’ пересечет по горизонтали ее, 
` горизонтальная проекция которой будет параллельна горизонтальному следу РГ 
таковой. Так как окружность, радиуса 57, и упомянутая горизонтальная проекция 
горизонтали лежат в одной и той же плоскости А’— А’, то вполне понятно, что 
если упомянутая окружность, радиуса $7, и горизонтальная проекция 45% гори- 
зонтали взаимно пересекутся, то точки 2 и 3 их пересечения представят собою 
горизонтальные проекции двух точек, в которых боковая поверхность конуса 
будет рассечена плоскостью общего положения Р'’рР. Вертикальные проекции 
2' и 3' этих точек мы находим на вертикальной проекции ”’—’ сечения конуса 
тою же вспомогательной плоскостью В’— В’. Точно так же и вспомогательная 
плоскость ()’—()’, рассекая конус по окружности, радиуса 4, а секущую плос- 
кость РуР— по горизонтали, горизонтальная проекция которой будет прямая 
4т, параллельная горизонтальному следу рР секущей плоскости Р’рР в точках 
1 и 4 взаимного пересечения означенных окружности и горизонтальной проекции 
горизонтали, дает горизонтальные проекции 1'и 4’ еще двух точек, в которых 
боковая поверхность конуса будет перерезана секущей плоскостью Р'рР. Вер- 
тикальные проекции` 1’и 4’ этих точек будут лежать на вертикальной проекции 
Ч'—49' сечения конуса тою же вспомогательной плоскостью @’—('. Продолжая 
далее пользоваться тем же приемом, т.-е. строя, как было сказано выше, целую 
серию вспомогательных плоскостей, параллельных горизонтальной плоскости 
проекций, мы каждый раз будем находить проекции двух новых точек сечения 
боковой поверхности конуса плоскостью общего положения Р’уР. Наметив ука- 
занным путем достаточное количество подобных точек и соединив между собою 
по левалу в отдельности, их горизонтальные и вертикальные проекции, мы 
и получим, в конечном результате, проекции сечения данного конуса плоскостью 
Р'’уР в виде двух эллипеов. Но здесь имеется одно обстоятельство, вынуждаю- 
щее нас предварительно прибегнуть к добавочному построению особого рода. 
Дело заключается в том, что, продолжая находить нужные нам точки тем же 
способом и проводя для этой цели одну из следующих плоскостей, параллель- 
ных горизонтальной плоскости проекций, например, плоскость` 7—7”, мы 
увидим, что концентричная окружность, радиуса 5% и горизонтальная проекция 
41 горизонтали, по которым упомянутая вспомогательная плоскость 7—1” 
рассечет конус и секушую плоскоеть Р’рР, не только не пересекут одна дру- 
гую, но даже не будут и касательными одна к другой, что на основании всего 
вышеизложенного служит прямым указанием на то, что в пределах плоскости 
Т'’—Т’ боковая поверхность конуса секущею плоскостью Р’рР не затрагивается 
т..е., следовательно, что на, этой высоте она этой плоскостью не рассекается. 
С совершенно подобного 'же рода геометрическим явлением мы встретимся, 
котда с тою же целью применим в дело вспомогательную плоскость О’— О’, 
при чем увидим, что концентричная окружность, радиуса 060, не пересекает 
горизонтальную проекцию 4,0 соответствующей горизонтали, по которой плос- 
кость О’—0О’ расеекает плоскость общего положения Р'’рР, что опять таки 
свидетельствует о том, что и на этой высоте боковая поверхность конуса 
сохраняет свою целость, не будучи рассечена плоскостью Р’рР. Во избежание 
указанной неопределенности, при пользовании описанным способом для решения 
подобных задач, т.е. для того, чтобы не быть вынужденными как бы ощупью 
находить крайнее положение таких вспомогательных плоскостей, в результате 
применения каждой из которых мы получим если не по две, то по крайней мере 
по одной искомой точке пересечения поверхности конуса плоскостью общего 
положения Р’рР, необходимо прибегнуть к вышеупомянутому особому вспомога- 
тельному построению, дающему возможность сразу определить так называемые 
крайние, верхнюю и нижнюю точки сечения. Для этой пели, рассекают конус 
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горивонтально-проектирующей-меридиональной, т.-е. проходящей через ось ето, 
плоскостью И’%Г, горизонтальный след ФГ которой перпендикулярен к горизон- 
тальному следу рР секущей плоскости Р'’»Р, благодаря чему на поверхности 
конуса получится две образующих его ба—б'а’ и 56 —5'6', на которых 
и должны будут лежать искомые верхняя и нижняя точки сечения. Через эти 
образующие проводят по касательной к поверхности конуса плоскости, горизон- 
тальные следы Н№ и (49 которых строят параллельно горизонтальному следу 
РР секущей плоскости. РР; 

Для того, чтобы найти вертикальные следы Н' и (“д упомянутых каса- 
тельных к поверхности конуса плоскостей, через вершину 3—5’ его проводят 
прямую 54, —5'0), параллельную горизонтальным следам АН и 9С' означенных 


плоскостей, и, найдя ее вертикальный след, т-е. точку Р,, соединяют таковую 
© точками В и д на оси проекций. Линия 54а —5’П), очевидно, будет предета- 


влять собою линию пересечения построенных указанным путем плоскостей 
НН и С'9С, касательных к поверхности конуса, по образующим его ба—56'а’ 
и 56—5'6'. Обе упомянутые плоскости, как плоскости, горизонтальные следы 
^Н и 9 которых параллельны горизонтальному следу рР секущей плоскости 
РъЪР, будут пересекаться с нею по горизонталям, горизонтальные проекции 
которых, в таком случае, будут параллельны горизонтальным следам всех трех 
означенных плоскостей. На этом основании, мы имеем право заключить, что 
если через точки Г, и Ш, как через вертикальные следы линий пересечения 


плоскостей НН и С'9С с плоскостью РР, провести вспомогательные плос- 
кости Х—Л' и У У’, параллельные горизонтальной плоскости проекций, ею 
они пересекут конус по концентричным окружностям, радиусов 5—1 и ©К— д, 
а секушую плоскость РуР— по горизонталям ее, горизонтальные проекции 
4.—%, и 4—9, которых будут касательны к горизонтальным проевциям сечения 
конуса означенными плоскостями ХМ—ХЛ’ и У— У, те к концентричным 
окружностям, упомянутых радиусов 9—й и 5—9, в точках Хи У Эти точки 
РИ, в связи с соответствующими им вертикальными их проекциями 2” и у 
и представят собою искомые крайние верхнюю и нижнюю точки сечения конуса 
плоскостью Р’рР, получившиеся на образующих ба—5'а и 5'6-—5'%' такового. 

К тому же самому результату можно придти еще и другим более простым 
и быстрым построением, указанным на том же чертеже фиг. 413. Меридиональ- 
ную плоскость ()'4@, горизонтальный след 4@ которой перпенцикулярен к гори- 
зонтальному следу рР секущей плоскости, совмещают на горизонтальную плос- 
кость проекций. Так как меридиональная плоскость ‘99 рассекла конус по 
образующим его за—3'а’ и 56—5'0' и в свою очередь пересеклась с плоскостью 
Р'’Р, образовав следы Си Ш) линии их пересечения, то по совмещении мери- 
диональной плоскости ()'4@ на горизонтальную плоскость проекций, мы получаем 
сами упомянутые образующие ба и 56 и линию СР, пересочения означенных 


плоскостей, как таковые, и видим, что последняя пересекает эти образующие 
в точках д и у. Приводя плоскость (’9@ обратно в ее первоначальное положе- 
ние, мы получаем из’ у и у’ проекции точек хи у, которые строго совпа- 
падают с проекциями, независимо от них найденными, проекциями крайних 
верхней и нижней точек сечения конуса. Одно построение подтверждает пра- 
вильность другого. 

После такого предварительного разъяснения, решение задачи построения 
сечения прямого круглого конуса плоскостью общего положения во всей пол- 
ноте применяемых для этой цели приемов указано на эпюре фиг. 414. Здесь 
сперва найдены обе: 1—1’ и 7—7’ крайние верхняя и нижняя точки сечения, 
& затем, путем проведения между ними, пяти симметричным образом раеполо- 
женных вспомогательных плоскостей, @’— ©’, В'— В, Г-Т, уф и И- И”, 
параллельных горизонтальной плоскости проекций, построены и остальные 2—2”, 
3—8, 44, 5—5, 6—6, 8—8, 99, 10—10', 11—11’ .и 12—12‘ точки 
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сечения конуса плоскостью общего положения РР. Здесь надо заметить, что 
все вышеперечисленные точки, кроме точек 1—1" и 7—7, были найдены неза- 
висимо от отдельных образующих, на которых они расположены, а прямо на, 
боковой поверхности конуса. Все образующие 656—050’, 54—54’, Веб’. 
57—61, 99—59’, 5—5, 65—59, 5—5, 9-5 и бт бт конуса, за 
исключением первых двух — ба—56'’а/ и 56—5'6', на которых были определены 
крайние верхняя и нижняя точки сечения, нанесены были уже после вычерчи- 
вания обеих проекций сечения в виде двух эллинеов, с целью построения раз- 
вертки, как целого конуса, так и обеих отсеченных частей его. Упомянутые 
образующие, как видно, проведены были через точки сечения, но это не является 
обязательным, наоборот, если предварительно было построено достаточное коли- 
чество точек сечения и по ним вычерчены обе проекции такового, ради более 
правильного построения развертки, можно нанести любое потребное количество 
образующих, точки пересечения которых плоскостью Р’рР получатся в точках 
сечения их с независимо от них построенными кривыми сечения, в’ данном слу- 
чае, обоими эллипеами. Само вычерчивание развертки выполняется следующим 
образом. Из произвольной точки 9 проводят (фиг. 415) прямую, на которой 
откладывают действительную величину 5А образующей конуса, ‘из точки 5 ради- 
усом ЗА описывают дугу произвольной длины и на ней откладывают длину 
развернутой окружности основания конуса. Лля этой цели, на упомянутой дуге 
в последовательном порядке наносят отдельные небольшие дуги ас, се, еа, ах, 
/9... и т. д. на которые нанесением горизонтальных проекций ряда образующих 
была разделена горизонтальная проекция основания конуса. Ради большей точ- 
ности, в этом отношении, дуги 46 и ‘ат следует предварительно разделить 
пополам. Из сказанного видно, что развертка боковой поверхности конуса, в его 
целом виде, представит собою сектор АБВ, дуга АВА которого равна длине 
окружности основания конуса. Полная развертка данного конуса получится, 
если в любой точке дуги АВА упомянутого сектора пристроить окружность 
основания. После того, как будет вычерчена развертка неусеченного конуса, 
построение полной развертки любой из отсеченных частей его не представит 
собой каких либо затруднений. Для этой цели, на ‘развертке целого конуса 
предварительно наносят отдельные образующие его, для’ чего полученные на 
дуге АВА сектора точки О, Г, Е, Г... и т. д. соединяют с вершиной © его, 
а затем, на построенных таким образом образующих 5А, 50, 50, 9... ит. д. 
откладывают действительные величины АТ, О—П, —Ш, ЕТУ... ит д. 
отрезков, получившихся на них, в результате сечения конуса плоскостью 
общего положения Р’уР. Действительные размеры упомянутых отрезков берутся 
с предыдущей эпюры (фиг. 414), на которой они, ради сохранения большей 
ясности чертежа, линиями, параллельными оси проекций, вынесены на отдель- 
ную прямую ММ, параллельную вертикальной проекции е’з' крайней левой 
образующей конуса. Соединяя на эпюре (фиг. 415) между собою по лекалу 
в последовательном порядке точки В д. вплоть до последней 
точки Т, в виде неправильного, но симметричного, относительно образующей 9 В, 
контура 4, 1, УШ, Т, А, В, А, получают боковую развертку нижней отсечен- 
ной части конуса. Пристроив в точке УТ верхнего очертания боковой развертки 
действительную величину сечения, т.-е. эллипс Т, ТУ, УП, Х, а в точке В ниж- 
ней дуги — окружность основания конуса, мы получим полную развертку нижней 
отсеченной части его. Полная развертка верхней отрезанной части того же 
конуса изобразится неправильным, но тоже симметричным, относительно обра- 
зующей 5— УП, контуром 5, , УП, Т, 5, добавляя к которому тот же эллипе 
сечения |1, ТУ, УП, Х, но обращенный в другую противоположную сторону, 
‚мы будем иметь полную развертку верхней отсеченной части конуса. 


Задача 93-я. Построить сечение навлонного конуса плоскостью 


общего положения, разрезающей его и по основанию, и сделать 
развертку боковой поверхности обеих отсеченных частей его. 
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тт Да ‚решения настоящей задачи с одинаковым успехом могут быть при- 
менены оба, только что рассмотренные способа. В виду большей простоты 
построения развертки, как целого наклонного конуса, так и обеих его отсечен- 
ных частей, мы употребим первый из таковых. Положим (фиг. 416), что тре- 
буется построить ‘сечение Наклонного конуса, основание которого дано в виде 
окружности, радиуса оа—о’а’. с ‘центром в точке 0—0’, вершина — точкою я. 
высота — прямою 5—9’ и ось отрезком 03—0'5', плоскостью общего поло- 
жения Р'’урР, рассекающей основание конуса по прямой а1—а'Т. Разделим гори- 
зонтальную проекцию основания конуса на 12 равных частей и построим 


ций таковых с горизонтальными проекциями соответствующих образующих. 
Таким образом, мы Поучаем. почки о, № 56,75, 9, 10и 11, при чем 
первая и последняя из них, т.-е. точки Ти 11, совпадают с точками а и 1, 
в которых горизонтальный след РР секущей плоскости Р'оР рассекает основа- 
ние конуса. По горизонтальным проекциям 1, 2, 3... и т. д. точек сечения 
отдельных образующих строим соответствующие им вертикальные проекции 
И д. таковых и затем, соединяя между собою по лекалу в отдель- 
ности и в последовательном порядке горизонтальные и вертикальные проекции 
означенных точек, мы получаем горизонтальную и вертикальную проекции сечения 
конуса, в виде некоторых частей эллипоов, замыкаемых проекциями а и а! 
отрезка, по которому секущая плоскость Р'’рР перерезает основание конуса. 
Для того, чтобы построить развертку боковой поверхности данного наклонного 
конуса, в его первоначальном целом виде, будем рассматривать его, как четыр- 
надпцатигранную наклонную пирамиду, и тогда построим развертку его четыр- 
надцати граней подобно тому, как мы это делали ранее, по отношению к мно- 
_ Гогранным пирамидам. Для этой Цели, предварительно находим действительную 
величину всех упомянутых четырнадцати образующих конуса, приводя их путем 
вращения вокруг высоты 053—0'«' его в положение, параллельное вертикальной 
плоскостя проекций. Затем (фиг. 417), на прямой, проведенной через произ- 
вольную Точку $, откладываем цействительную величину ©М наименьшей из 
всех образующих конуса, Из точки М описываем дугу радиусом, равным дуге 
И—т, т. е.—- одной четырнадцатой части окружности основания, и засекаем ее 
из точки 5 дугою радиуса 5—М, равного действительной величине следующей 
по порядку образующей 5т—5'т, конуса. Продолжая, тем же путем, выполнять 
описанное построение дальше и дальше, включив в него и обе дополнительные 
образующие 25—а'з' и 8—8, касательные к окружности основания конуса, 
мы, в конце концов, получим как бы развертку боковой поверхности четырнад- 
цатигранной наклонной пирамиды. Для того, чтобы от сей последней перейти 
Е ее пределу, т.-е. к развертке боковой поверхности данного наклонного конуса, 
полученные указанным путем точки №, М, О, А, В ОС ЕК 
Г, и М мы соединим между собою не прямыми линиями, а по лекалу. Благо- 
даря такому приему, мы получим некоторый симметричный контур, ограничен- 
ный с двух сторон прямыми линиями ©Л и 6М, ас третьей — кривою №, М, 
ин ВО В: РАМУ ИВ №, который и представит собою развертку 
боковой поверхности данного ваклонного конуса в его первоначальном виде. 
Для того, чтобы далее построить развертку боковых поверхностей обоих отее- 
‚ Ченных частей конуса, надо на каждой из упомянутых его образующих отло- 
жить действительную величину получившихся на них отрезков. Образующие 
81—91, 5т— т, бп— 5, 50—6'0', и ба—К'а’ сохраняются в целом виде, 


Е. 


не будучи затронуты секущею плоскостью, все же остальные девять — разре- 
заются ею на две неравных части каждая. Действительная величина, этих отрез- 
ков находится, известным нам приемом, на действительной величине самих 
образующих. Нанося эти отрезки на соответствующих образующих развертки 
и соединяя между собою по лекалу получающиеся таким образом точки Т, П, 
ПЬ Г, У, УЬ УП, УШ, [Х, Х и Х, в конечном результате, мы будем иметь 
развертку боковой поверхности обоих отсеченных частей конуса. Построение 
полной развертки’ любой из этих частей, непредставляющее собою чего либо 
сложного, рекомендуется учащимся проделать в виде упражнения — самостоя- 
тельно. В качестве подготовительной к тому меры, действительная величина, 
сечения конуса найдена путем совмещения плоскости Р’рР на горизонтальную 
плоскость проекций. * 

Задача 34-ая. Построить сечение прямого круглого конуса 
вертикально-проектирующей плоскостью, параллельной одной 
из его образующих, и сделать развертку любой из отсечен- 
ных частей его. 

Для решения настоящей задачи, в результате которой получается сечение 
поверхности конуса по кривой, называемой параболой, всего удобнее воспользо- 
ваться вторым из рассмотренных нами способов. Проводя (фиг. 418) целую 
серию вспомогательных плоскостей, параллельных горизонтальной плоскости 
проекций, и начиная построение таковых с точки х', в которой вертикальный 
след рР’ данной секущей плоскости Р'’рР рассекает вертикальную проекцию 
крайней левой образующей конуса, мы каждою из упомянутых плоскостей будем 
рассекать конус по окружности, концентричной его основанию, а вертикально- 
проектирующую секущую плоскость Р’»Р- по горизонтали таковой. Проекциями 
означенных сечений будут: для конуса горизонтальной — окружность, описывае- 
мая соответотвующим радиусом из точки ©, как из центра, и вертикальной— 
отрезок прямой, совпадающий с вертикальным следом вспомогательной плоскости, 
отсекаемый от него вертикальными проекциями 5'а’и 5’ обоих крайних, левой 
и правой, образующих конуса, а для секущей плоскости Р’рР — проекции гори- 
зонталей сей последней, из которых горизонтальная — параллельна торизонталь- 
ному следу рР секущей плоскости, а вертикальная — обращается в точку, 
совпадающую с вертикальным следом означенной горизонтали, расположенным 
на вертикальном следу Р’р секущей плоскости Р’рР. В данном случае, прихо- 
дится построить только горизонтальную проекцию сечения конуса, так как 
вертикальная проекция этого сечения получается сама собою в виде отрезка х'— 7, 
совпадающего с вертикальным следом Р’р секущей плоскости. Горизонтальной 
проекцией сечения конуса первой вспомогательной плоскостью Г — Г будет 
служить окружность, радиуса 5х, горизонтальная же проекция той горизонтали, 
о которой та же вспомогательная плоскость Г—Т’ рассечет секущую плоскость Р’р Р. 
будет касательной в точке х к упомянутой окружности, радиуса 6%. Найденные 
таким образом точки д и х' представят собою проекции точки Х, являющейся 
так назыв. вершиной параболы сечения конуса. Каждая из следующих вспомога- 
тельных плоскостей Ш—П', ПГАПГ, У итд рассекает конус по 
окружностям, радиусы которых будут постепенно возрастать, а секущую пло- 
скость РуР — по горизонталям, горизонтальные проекции которых будут пере- 
секать горизонтальные проекции соответетвующих окружностей в двух точках— 
2 2, 3 и:34 и 4, и т. д., вплоть до точек ди [, на торизонтальной проек- 
ции основания конуса, симметрично располагающихся по обе стороны оси пара- 
болы, роль которой будет играть горизонтальная проекция 5/ крайней правой 
образующей конуса. Горизонтальную проекцию означенной параболы мы построим, 
соединяя между собою по лекалу упомявутые выше точки 41, 7, 6%, БР, 
и т. д, до конечной ее точки 9, а самое параболу, как таковую, получим путем 
совмещения севущей плоскости Р’»рР на горизонтальную плоскость проекций. 
Построение развертки, как целого конуса в его первоначальном виде, так 
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и любой из его отсеченных частей, ясно из предыдущих задач. Для последней 
цели, на боковой поверхности развернутого конуса наносят ряд симметрично на 
ней расположенных образующих: 57, 5Н, 50} 5Е, БЕ, 6), 6С, 5В, ЗА, 50... ит. д, 
до последней—5/, и на этих образующих (фиг. 419) откладывают действительную 
величину отрезков, получившихся на них в результате сечения конуса пло- 
скостью Р'’рР. На фиг. 418 показано построение упомянутых образующих конуса 
двумя способами, а именно: на задней поле его образующие 54, 5х, 98, бу, ют, 
50, бр и ба проведены через точки 7, 6, 5, 4 3, 2 и 2 свечения поверхности 
конуса, а на передней поле его они, т.-е. образующие аз, 68, 05, 48, ез, Ви 95, 
йз, 43, построены путем соединения точек а, 6, с, 4,...ит. д. е горизонтальной 
проекцией 5 вершины конуса. Оба приема ведут к одному и тому же результату, 
при чем первый из них отличается несколько большей относительной простотой. 
Ради сохранения ясности и отчетливости чертежа, действительная величина 
отрезков, получающихся на отдельных образующих конуса, линиями, паралиель- 
ными оси проекций, вынесена (фиг. 418) на прямую /-— №, параллельную верти- 
кальной проекции 5’а’ крайней левой образующей конуса. На фиг. 419 изображена 
полная развертка верхней отсеченной части его. 

Задача 25-ая. Построить сечение прямого круглого конуса 
горизонтально -проектирующей плоскостью. 

Настоящая задача аналогична предыдущей и всего удобнее решается путем 
применения ряда вспомогательных плоскостей, параллельных горизонтальной пло- 
скости проекций. В результате сечения, на поверхности конуса получается кривая, 
называемая гиперболой. Проведя (фиг. 420) из точки 5, как из центра, окружность, 
касательную к горизонтальному следу рР.секущей горизонтально-проектирующей 
плоскости Р’»Р, мы в точке х находим горизонтальную ‘проекцию вершины 
гицерболы сечения, вертикальная проекция ях’ которой получится на вертикальном 
следу Г—Т первой вспомогательной плоскости. Точное положение сего послед- 
него мы найдем, если, спроектировав точку у на вертикальную проекцию @’5' 
крайней левой образующей конуса, проведем через полученную означенным 
путем точку У линию ГТГ, параллельную оси проекций. На вертикальных 
следах ПП, ПГЬПГ, ГУУ, У и УГ каждой из остальных 
применяемых нами вспомогательных плоскостей, мы строим вертикальные 
проекции двух точек сечения конуса, соединяя которые между собою по лекалу, 
и получим вертикальную проекцию гиперболы в виде кривой с вершиной ве 
в точке 2, симметричную относительно оси х,— т.’ Горизонтальная проекция 
сечения изобразится отрезком 9—7 на горизонтальном следу рР плоскости Р'’рР, 
отсекаемом на нем горизонтальной проекцией основания конуса. Действительная 
величина сечения определена на эпюре (фиг. 420) дважды, путем послелователь- 
ного совмещения секущей плоскости Р'’рР на обе плоскости проекций '). 

Задача 26-ая. Через произвольную образующую прямого вруг- 
того конуса провести две плоскости общего положения, из кото- 
рых одна была бы к его поверхности — касательной, а пругая — 
секущей. 

Настоящая задача, в значительной степени аналогичная рассмотренной 
нами выше задаче 21, тоже имеет отношение к следующему отделу взаимного 
пересечения многогранников и тел вращения. Положим (фиг. 421), что через 
образующую 45 — а’5', произвольном образом взятую на поверхности данного 
прямого круглого конуса, требуется провести две плоскости общего положения: 
одну по упомянутой образующей, к поверхности — касательную, а другую— 
секущую. Для решения этой задачи, найдем сперва оба следа образующей 45—45". 
Горизонтальным ее следом будет служить точка а на горизонтальной проекции 


\) Полную развертку любой из отсеченных частей конуса, не представляющую собою 
чего-либо сложного, на основании предшествовавших разъяснений предлагается уча- 
иимся —сделать самостоятельно. 
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основания конуса, а вертикальный след 1) ее строится согласно общего правила, 
нахождения следов произвольной прямой. Затем, желая построить первую из 
означенных плоскостей, проведем через точку а прямую рР, перпендикулярную 
к горизонтальной проекции аз рассматриваемой образующей, т.-е. касательную 
в точке 4 к основанию конуса, и соединим точку р, получившуюся указанным 
путем на оси проекций, с вертикальным следом /) образующей. Продолжив 
линию Ор выше оси проекций, мы и будем иметь новый отрезок Р’р, который 
представит собою вертикальный след плоскости Р'рР—касательной к поверх- 
ности конуса по его образующей аз—а'’5'.. Задавшись на оси проекций какою- 
либо другой произвольной точкой 4 и соединяя ее со следом аи Ш) той ‘же 
образующей, мы получим вторую нужную нам плоскость (©'40, т.-е. плоскость 
общего положения, проходящую через образующую аз — @'5’ данного конуса 
и являющуюся по отношению к нему — секущею. Нетрудно сообразить, что 
последняя плоскость @'(@ рассечет конус по треугольнику, проекциями которого 
булут служить треугольники 256 и @&'6'б'. Для нахождения действительной вели- 
чины данного сечения, нет надобности совмещать плоскость ()'9@ на какую-либо 
из плоскостей проекций, а можно просто построить упомянутый треугольник 
по действительной величине трех сторон. Означенное сечение, очевидно, пред- 
ставит собою треугольник равнобедренный, две стороны которого будут 
равны действительной величине 65’ любой образующей конуса, а основание— 
отрезку а—6 или хорде, по которой плоскость @'40 раесекает его основание. 
Ознакомившись путем решения целого ряда предложенным выше задач 
с происхождением так назыв. конических сечений, обнимающих ‘собою, как мы 
видели, эллипс, параболу и гиперболу, прежде, чем приступить к расемо- 
трению вопроса о сечении других тел вращения, дадим несколько более 
детальные указания 0 сущности таковых. Под телом вращения разумеют 
некоторую часть пространства, ограниченную так назыв. поверхностью 
вращения, которая образуется в результате вращения какой-либо произво- 
дящей кривой линии вокруг неподвижной прямой, называемой осью 
поверхности. Очевидно, что во время ‘процесса образования поверхности вращения 
любая точка производящей кривой перемещается в плоскости, перпендикулярной 
к оси врашения, описывает при этом траекторию в виде окружности и сохраняет, 
в продолжение всего процесса вращения, неизменным свое расстояние от оси 
вращения. Окружности, описываемые отдельными точками производящей кривой, 
называют параллелями. Любую параллель можно рассматривать, как окруж- 
ность, являющуюся результатом пересечения поверхности вращения плоскостью, 
перпендикулярной к ее оси. Плоскость, рассекающая поверхность или тело 
вращения и проходящая при этом через их ось, называется меридиональной 
плоскостью. Любая меридиональная плоскость рассекает поверхность вращения 
по кривой, безусловно, сходной с производящей кривой. Сечение поверхности 
или тела вращения меридиональной плоскостью, параллельной какой-либо из 
илоскостей проекций, называется главным меридиональным сечением. (Понятно. 
что такое сечение поверхности вращения возможно только в том случае, когда 
ось ее параллельна одной из плоскостей проекций, или в частности, перпенди- 
кулярна к другой). Наименьшая из всех возможных на поверхности вращения 
параллелей носит название ее горловины или шейки, а наибольшая — 
экватора, или экваториального сечения данной поверхности вращения 
Как на основные геометрические формы, находящие себе наибольшее 
прикладное применение при проектировании деталей машин, кроме уже рассмо- 
тренных нами выше цилиндра, и конуса, можно указать еще на: шар, эллипеоид, 
параболоид, гиперболоид и на тело, имеющее кольцевилную поверхность, назы- 
ваемое тором, которое получается путем вращения окружности вокруг оси, 
проходящей вне мерилионального сечения. 
- Задача 27-ая. Построить сечение шара горизонтально проек- 
тирующей и вертикально - проектирующими плоскостями и пло- 
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скостью общего положения и сделать развертку обеих рассе- 
ченных частей шара для какого-либо одного из упомянутых 
случаев. 

Шар, представляющий собою тело вращения, получающееся в результате 
вращения окружности вокруг ее диаметра, является единственным идеально 
симметричным геометрическим телом, действительный контур сечения которого 
любою плоскостью имеет вид окружности того или иного диаметра. Проекциями 
ара служат две. равных по величине, окружности, из которых одна—может быть 
рассматриваема, как главное меридиональное, а другая — как эквато- 
риальное сечения данного шара. Рассмотрим сечение шара каждою из выше: 
упомянутых плоскостей в отдельности. : 

Первый случай. Положим (фиг. 422), что требуется построить проекции 
сечения шара, центр которого дан точкой о — о' горизонтально-проектирующей 
плоскостью Р'’рР. Горизонтальная проекция сечения, как известно, изобразится 
в виде хорды х— 9, по которой горизонтальный след рР секущей плоскости 
рассекает горизонтальную проеклию шара, а вертикальная проекция сечения 
представит собою эллинс, который и необходимо построить. Точки 2 и у, в каче- 
стве точек, расположенных на экваторе шара, можно рассматривать, как 
точки, получившиеся в результате рассечения и шара и секущей плоскости Р'’рР 
одною и той же плоскостью Г — Г, параллельной горизонтальной плоскости 
проекций. Упомянутая вопомогательная плоскость 1" 1 рассечет шар по окруж- 
ности, проекциями которой явятся: горизонтальной — экватор, а вертикальной — 
диаметр его, совпадающий с вертикальным следом /'— Г означенной плоскости. 
Та же самая вспомогательная плоскость /'—Л рассечет’ горизонтально-проекти- 
рующую секущую плоскость Р’рР по горизонтали сей последней, проекциями 
которой явятся прямые линии, совпадающие: горизонтальная —с горизонтальным 
следом рР секущей плоскости Р'рР, а вертикальная—с вертикальным следом Г—Г 
вспомогательной плоскости. Теперь станет вполне понятным, что точки хи у 
пересечения экватора с горизонтальной проекцией упомянутой горизонталй 
и представят собою горизонтальные проекции двух точек сечения поверхности 
шара плоскостью Р’рР. Соответствующие им их вертикальные проекции 2’ и у 
получатся на, совпадающих одна с другой, вертикальных проекциях экватора, 
и горизонтали. Отрезок х’—' будет служить малою осью того эллипса, который 
представит собою вертикальную проекцию сечения шара данной плоскостью Р'’Р. 
Для того, чтобы найти вертикальные проекции точек сечения шара, лежащих 
на главном меридиональном сечении его, построим вторую вспомогательную пло- 
скость П—П, параллельную вертикальной плоскости проекций. Означенная 
вторая вспомогательная плоскость П’—П' расвечет шар по главному меридиональ- 
ному сечению, а секушую плоскость Р'’рР — по ее вертикали, горизонтальная 
проекция которой совпадет с горизонтальным следом ее С и вертикальная 
проекция, которой представит собою прямую, параллельную вертикальному 


следу. Р’р секущей плоскости Р'’рР. Вертикальная проекция упомянутой верти- . 


кали пересечет главное меридиональное сечение в двух точках а’ и 0’, которые 
и явятся вертикальными проекдиями обеих искомых точек сечения поверхности 
шара, расположенных на его главном меридиане. Остальные точки 1—1", Ро", 
83—87, 4—4, 5—5, 6—6’, 7—7,, 8—8', 9—9’ и 10—10’ проекций сечения шара 
находятся, изложенным выше способом, путем одновременного рассечения как 
самого шара, так и секущей плоскости Р’рР. целым рядом вспомогательных 
плоскостей ПГ—ПГ, ТУ'—ТУ’, У'—У”, УГУ УШ-УП и УП! —УПГ, парал- 
лельных горизонтальной плоскости проекций, из которых ради большей правиль- 
ности построения вертикальной проекции сечения каждые две — взяты попарно 
на одинаковом расстоянии от экватора. Каждая из упомянутых вопомогательных 
плоскостей рассекает шар по параллели, а секущую плоскость Р'рР — по гори- 
зонтали таковой. Точки пересечения торизонтальных проекций означенных 
параллелей (концентричные окружности) с горизонтальными проекциями соответ- 
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ствующих горизонталей (прямыми, совпадающими в горизонтальным следом ФР 
секущей плоскости) каждый раз дадут горизонтальные проекции двух новых 
точек сечения поверхности шара. Так, например, в результате проведения 
третьей вепомогательной плоскости ПГ--ПТГ, мы получаем точки 1—1’ и 5—5, 
плоскость ТУ'— ТУ’ дает точки 2- 2' и 4—4’ ит. д. Большая ось 5'—8'’ эллипса. 
т.-е. вертикальной проекции сечения шара, получается в результате рассечения 
его и секущей плоскости Р’рР двумя вспомогательными плоскостями УТ — У! 
и УПГ — УПГ, которые раесекают шар по, совпадающим одна с другой, парал- 
лелям, касательным к горизонтальному следу рР секущей плоскости, а эту 
последнюю— по соответствующим горизонталям. Действительная величина сечения 
найдена путем совмещения секущей плоскости Р’рР на горизонтальную плоскобть 
проекций и представляет собою окружность, радиуса 2, — Ш, или 2, — УШ, 
равного половине большой оси упомянутого эллипса. | 

Второй случай. Положим (фиг. 423), что требуется построить проекции 
сечения шара, заданного центром его 0 — О’и радиусом 07 — О’Й” вертикально- 
проектирующей плоскостью Р’рР. Все построение, относящееся до этого случая, 
вполне аналогично предыдущему. Так, например, точки х и у, лежащие на гори- 
зонтальном очерке шара, т.-е.`на его экваторе, найдены путем рассечения, как 
самого шара, так и векущей плоскости Р’рР вепомогательной плоскостью ГГ, 
параллельной горизонтальной плоскости проекций, проведенной через центр шара. 
Вепомогательная плоскость Г— Г рассекает шар по экватору, а секущую пло- 
скость Р’рР—по горизонтали, вертикальный след Л) и вертикальная проекция кото- 
рой сольются в одной точке на вертикальном следу Р’р секущей плоскости 
и горизонтальная проекция которой, параллельная горизонтальному следу рР 
секущей плоскости, пересечет горизонтальную проекцию экватора в точках 5 и у. 
Рассекая шар второю вспомогательной плоскостью И-П, параллельной верти- 
кальной плоскости проекций, мы получаем вертикальную проекцию сечения в виде 
главного меридпана, а горизонтальную—в виде диаметра шара, совпадающего 
с горизонтальным следом П—П упомянутой вепомогательной плоскости. В’ то же 
время эта плоскость рассечет секущую плоскость Р’р)Р по вертикали ее, гори- 
зонтальный след С которой лежит на горизонтальном следу Рр секущей плоско- 
сти, горизонтальная проекция которой, параллельная оси проекций, совпадает 
с горизонтальным следом П-—П означенной вспомогательной плоскости и верти- 
кальная проекция которой, совпадая с вертикальным следом Р'’р секущей плос- 
кости, рассекает вертикальную проекцию главного меридионального сечения 
в точках а'и 6'. Соответствующие им их горизонтальные проекции а и 6', нахо- 
дят на горизонтальной проекции главного меридиана или, что то же, на гори- 
зонтальной проекции упомянутой вертикали, совпадающей с горизонтальным 
следом ПЬ—П вспомогательной плоскости. Построенный описанным способом 
отрезок а—6б представит собою малую ось эллипса, в виде которого изобразится 
горизонтальная проекция сечения шара данной вертикально-проектирующей 
плоскостью Р”рР. Большая ось 1—6 этого эллипса находится путем одновремен- 
ного рассечения шара и секущей плоскости Р’”Р третьей вепомогательной плос- 
костью, вертикальный след ПГ— ИП которой разрезает вертикальную проек- 
цию а’—6' сечения шара в точке 1',6' пополам. Для нахождения остальных 
точек 2—2', 3—8, 4—4', 5—5', 77, 8—8', 9—9’ и 10—10’ сечения поверх- 
ности шара были аналогичным же вполне понятным путем применены вепомо- 
гательные плоскости [У'—1ТУ', У'У' и УГ УГ. Действительная величина сече- 
ния, полученная посредством совмещения секущей плоскости Р'рР на горизон- 
тальную плоскость проекций, представляет собою окружность, радиуса 7—1, 
равного половине большой оси эллипса, в виде которого была построена гори- 
зонтальная проекция сечения шара. 

Третий случай. Положим (фиг. 424), что в заключение требуется 
построить проекции сечения шара плоскостью общего положения Р’рР. В таком 
случае, обе проекции сечения шара, как известно, должны будут представлять 
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собою два эллипса, внешний вид и размеры которых находятся в зависимости 
от углов наклона секущей плоскости Р'’рР по отношению к обеим плоскостям 
проекций. Прием, употребляемый для решения настоящей задачи, остается один 
и тот же которым мы уже дважды пользовались в обоих предыдущих задачах. Так, 
например, для’ построения проекций сечения поверхности пара в точках, лежащих 
на экваторе и на главном его меридиане, применены в дело вепомотательные плос- 
кости 1—Ги ПП, из которых первая—параллельна горизонтальной, а вторая — 
вертикальной плоскостям проекций. Первая из упомянутых плоскостей, т.-е. 
плоскость ГГ, рассечет шар по экватору, а секущую плоскость Р’›Р—по гори- 
зонтали, горизонтальная ` проекция которой пересечет горизонтальную проекцию 
экватора в точках 1 и 9, которым будут соответствовать их вертикальные 
проевции 1'’и 9’.на вертикальной проекции экватора. Вторая вспомогательная 
плоскость ПП, рассекая шар по главному меридиану, в то же время рассьчет 
секушую плоскость Р’рР по вертикали, вертикальная проекция которой пере- 
сечет главное ^ меридиональное сечение в точках 5’ и 10', которым соответ- 
етвуют их горизонтальные проекции 5 и 10 на горизонтальной проекции главного 
меридиана. В отличие от обеих предыдущих задач, в данном случае, непосред- 
ственно вслед за нахождением точек 1—1', 9—9', 5-5’ и 10—10', мы опре- 
делим проекции крайних, верхней и нижней точек сечения шара, что достигается 
следующим построением. Так как вполне очевидно, что крайние, верхняя и нижняя 
точки сечения поверхности шара должны лежать в меридиональном сечении, 
перпендикулярном к горизонтальному следу рР секущей плоскости, то мы 
и начнем упомянутое построение с того, что рассечем и шар и секущую илос- 
кость общего положения РР горизонтально-проектирующей плоскостью 'а0, 
горизонтальный след 4() которой перпендикулярен к горизонтальному следу „Р 
секущей плоскости и при этом проходит через горизонтальную проекцию о центра 
шара. Вспомогательная плоскость (@'4@ рассечет шар по меридиану, горизон- 
тальная проекция которого изобразится отрезком 7 — и, совпадающим с ее гори- 
зонтальным следом 46), а секущая плоскость-—по прямой, проекциями которой 
будут служить отрезки С—4 и с’ — Л. Если бы мы ‘построили вертикальную 
проекцию меридианального сечения шара плоскостью. 9'4О в виде эллипса, то 
точки пересечения сего последнего с вертикальной проекцией с' — Г) линии пере- 
сечения обеих рассматриваемых плоскостей сразу же и дали бы нам вертикаль- 
ные проекции искомых крайних нижней и верхних точек сечения поверхности 
шара. Но так как построение эллипса специально ради этой цели является 
работой мало производ тельной и кроме того рискует затемнить основной чер- 
теж, то мы в данном случае воспользуемся более простым и быстрым способом. 
Вспомогательную с-кущую плоскость ()'4@, вместе с образовавшимся в ней мери- 
диональным сечением шара и линией пересечения СО ее с плоскостью Р'’рР, 
мы совместим на горизонтальную плоскость проокций. В таком положении плос- 
кости ()4@ мы будем иметь само меридиональное сечение шара, как таковое, 
в виде окружности с центром в точке О’, радиуса равного радвусу шара и самое 
линию пересечения упомянутых плоскостей—в виде прямой С — 0. Означенное 
меридиональное сечение и линия С— 7), как видно, взаимно пересекаются в точках ж 
и У, когорые и представят собою, совмещенные на горизонтальную плоскость 
проекций нижнюю и верхнюю точки сечения поверхности шара, плоскостью Р'рР. 
Приведение плоскости (@'4О в ее первоначальное положение даст нам проек- 
‚ ции х—' и У— У обеих упомянутых точек В дальнейшем, нам остается только 
ввести в дело ряд вепомогательных плоскоетой ИГ ПГ, ЛУ'-МУ' и УРЬ-УР, 
располагая их более или менее симметрично относительно п’рвой Г—1’ из тако- 
вых, строоть горизонтальные проекции параллелей, по которым эти плоскости рае- 
секают шар, в виде концентричных окружностей, и горизонтальные проекции 
горизонталей, получающихся в результате сечения теми же плоскостями, — секу- 
щей плоскости Р’рР, в виде прямых, параллельных ее горизонтальному следу рР. 
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Взаимное пересечение горизонтальных проекций соответствующих параллелей 
и горизонтальных проекций горизонталей каждый раз будет давать горизон- 
хальпые проекции двух новых точек сечения поверхности шара плоскостью о. 
Вертикальные проекции упомянутых‘ точек располагаются на вертикальных сле- 
дах соответствующих вспомогательных плоскостей. Построив, указанным способом, 
достаточное количество подобных точек и соединив между собою по лекалу” 
в отдельности их вертикальные и горизонтальные проекции, мы и получим обе 
проекции сечения шара данною секущей плоскостью Р’ъР, в виде двух различ- 
ных по величине эллипсов.—Для определения действительной величины сечения, 
которое, как ‚ам заранее известно, представляет собою окружность, нет необхо- 
димости совмещать секушую плоскость Р’рР на какую-либо из плоскостей проек- 
ций, для этого достаточно, тем или иным путем, найти действительную вели- 
чину 2—% прямой ху — У’, соединяющей крайние верхнюю и нижнюю точки 
сечения. На эпюре (фиг. 424) действительная величина упомянутой прямой 
найдена путем приведения ее в положение, параллельное вертикальной плоскости 
проекцяй. Найденный указанным построением отрезок &— 9 предетавит собою 
диаметр той окружности, по которой данный шар рассекается плоскостью общеге 
положения Р'ьР. 

Построение развертки поверхности целого шара или 
любой из отсеченных частей его мы, ради большей ясности и полноты, 
еопряженных с этой задачей построений, рассмотрим на отдельном прямере. 
Положим (фиг. 425), что требуется построить развертку поверхности сперва 
целого шара, а затем и какой-либо из его частей, на которые он разрезается 
вертикально-проектирующей плоскостью Р’рР. В качестве вспомогательных пло6- 
кост-й, в данном случае, мы воспользуемся целой серией горизонтально-проекти- 
рующих меридиональных плоскостей, начиная от главной меридиональной плое- 
кости Г -Т, в последовательном порядке, вплоть до последней плоскости У1-—У1. 
Чем большее количество подобных плоскостей будет применено в дело, с тем 
большею степенью приближенности будет построена развертка шара, хотя слиш- 
ком большое их число и усложняет общее решение задачи с чисто графической 
етороны вопроса. Упомянутыми шестью меридиональными плоскостями 1-1, 
И—П, Ш Ш, УХ, У-У и УГ-УГ шар, как видно из чертежа (фиг. 425, 
см. горизонтальную проекцию), рассекается на 12 равных частей, а, следова- 
тельно, этим приемом, одновременно, на такое же число равных частей делится 
и поверхность его (см. вертикальную проекцию). Полную поверхность всего 
шара мы и представим затем в виде развернутых или выпрямленных 12 рав- 
ных частей ее. (При некоторой ловкости, подобие настоящего геометрического 
приема. можно проделать на примере, апельсина, с кохорого таким же образом 
будет снята его корка). Прежде, чем строить развертку поверхности шара, рас- 
сечем его еще серией вспомогательных плоскостей УШ—УЦ’, УПЕ-УПЕ, 
Хх, ХХ, ХЕХЕ, ХИ-ХИ и ХИГ-ХПГ, параллельных горизон- 
тальной плоскости проекций. Перван из упомянутых плоскостей УП’—УП/ рае- 
сечет поверхность шара по экватору, а остальные, из которых каждые две 
отстоят попарно на равном от него расстоянии, — на попарно же равные параллели. 
После упомянутых подготовительных построений, самоё развертку поверхности 
шара выполняют следующим образом: на произвольной прямой (фиг. 426) откла- 
дывают отрезок х— 2, равный длине развернутого экватора шара, делят его на 
такое же число равных частей, на какое, на предыдущем чертеже, экватор был 
разделен вспомогательными меридиональными плоскостями (в данном случае, 
на 12}, и затем каждую из этих частей делят пополам. В полученных таким 
путем точках у... восставляют к линии х— д периендикуляры и на каждом из 
них откладывают вниз и вверх от точки у по четверти развернутого главного 
меридиана. Линии Л— © получаются путем откладывания на упомянутых пернен- 
дикулярах, от точки у вверх и вниз, тех отрезков у — Я, у—®, р— а, #—Ь 
9—*, 1—т, т_Ми т—5, на которые вепомогательные плосковти УШУ, 
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УП’—УПГ, 1Х'— Хит. д., параллельные горизонтальной плоскости ‘проекций, 
разрезают главный меридиан. Таким образом, длина каждой прямой М — 5 будет 
равна половине меридиана. После этого, через точки р, д, г Кит проводят. 
по линии, параллельной прямой х—х, т.-е. развернутому экватору, и на них, 
влево и вправо от упомянутых точек, откладывают половины тех небольших 
дуг ра, 10, 4, 94, те, т], Ка, КБ, 1, 4, те и тр, на которые параллели шара 
делятся его меридианами. Соединение между собою, в последовательном порядке 
по лекалу, точек М, е, с, а; т, а с, в, М ра ь, х, 6, а, Ги опять № даст 
развертку одной двенадцатой части поверхности шара, в виде сигаровидного 
лепестка. Двенадцать построенных тем же путем и соприкасающихся между собою. 
в точках 2, 2 и т. ц. подобных лепестков очевидно и представят обою полную. 
развертку всей поверхности данного шара. Степень приближенноети сей послед- 
ней к действительной величине поверхности шара, как уже было замечено выше, 
зависит от числа примененных для решения настоящей задачи меридиональных 
плоскостей или, другими словами, от количества упомянутых отдельных лепест- 


ков, в виде которых вычерчивается развертка шара. 


Для того, чтобы на построенной указанным ©п0собом развернутой поверх- 
ности целого шара нанести развертку поверхности любой из отсекаемых от 
него (фиг. 425) вертикально-проектирующей плоскостью -РъР частей, пользуются 
следующим приемом. Вертикальная проекция сечения шара плоскостью р 
представляет собою хорду 1'—7', по которой главное меридиональное сечение. 
его разрезается вертикальным следом рР’ секущей плоскости. Горизонтальную: 
проекцию этого сечения нет надобности строить, так как она не представляет. 
собою чего-либо интересного и не играет активной роли в деле вычерчивания 
развертки. Вертикальный след Р’р секущей плоскости рассекает вертикальные 
проекции меридианов: главного или |1 —[—в точках 1'и 7’, П—П_в точках 2' 
и 8, ПШ - в точках 8' и 9', У—ТУ—в точках 4' и 10', У—У—в точках 5" 
и 11' и УГ-\УТ или последнего—в точках 6’и 12’, отрезая от каждого из них 
некоторые дуги, той или иной длины. Действительную величину одной из упо- 
мянутых дуг мы имеем только для дуги 1', г, р, 4, г, М, 7, отрезанной от 
главного меридиана, дуги же, отрезанные секущею плоскостью Р'рР от всех 
остальных меридианов, изображаются не в натуральную их величину и для нахо- 
ждения таковой следует каждую из них, вращая ее вокруг оси Г —Ю шара, 
привести в положение, параллельное вертикальной плоскости проекций. Графи- 
чески мы это выразим, перенося точки 2’, 3', 4', 5', 6’, 8', 9', 10', 11' и 19' на 
главный меридиан, линиями, параллельными оси проекций. Ради сохранения 
большей ясности чертежа, на фиг. 425 упомянутые точки. вынесены не нА 
главный меридиан, а на отдельно с левой стороны вычерченную полуокруж- 
ность М, —2—05, диаметр которой равен диаметру шара. Определив описан- 


ным способом действительную величину означенных дуг, перейдем теперь 
к заранее нами построенной развертке шара на фиг. 426. На внешнем контуре 
отдельных лепестков развертки, от точек №, с обеих их сторон, будем в побле- 
довательном порядке откладывать действительную величину соответствующих 
дуг, отсеченных от каждой половины меридиана. Так, например, на первом 
лепестке, слева от точки №, отложим дугу, равную №, —1, а справа—дугу м 2 
потому что правый контур первого лепестка представляет собою половину вто- 
рого меридиана. Ту же самую дугу М, —2 надо отложить от точки № и на 
левом очертании второго лепестка, а на правом его контуре—нанести дугу № — 8; 
так как этот контур уже есть половина третьего меридиана. Продолжая такое 
построение Далее, мы получим на очертаниях каждого лепестка по две точки, 
соединение которых между собою попарно прямыми линиями или лучше очень 
плоскими дугами даст контур отрезанных от них частей. Так, например, от 
первого лепестка будет отрезана чаеть 1— М№—2; от второго—2— М—3, от 
третьего —3— М—4... от ‘ведьмого—7— М—8 и т. д. и, наконец, от. двенад- 
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цатого, или последнего—часть 12 — М—1. Степень приближения, или точности 
построения развертки, как уже было упомянуто выше, находится в зависимости 
от числа введенных в дело меридиональных плоскостей и плоскостей, рассекаю- 
щих шар по параллелям. 

Для построения развертки боковой поверхности любой из частей шара, 
на которые (фиг. 424) он разрезается не вертикально-проектирующей плоскостью, 
а плоскостью общего положения Р’рР, можно указать на следующий упрощен- 
ный способ. После того, как будут вычерчены 006, горизонтальная и верти- 
кальная, проекции сечения шара упомянутой плоскостью, горизонтальную проек- 
цию шара, т.-е. экватор его, целым рядом симметрично расположенных диаметров 
делят на возможно большее число равных частей, что равносильно рассечению 
самого шара таким же количеством горизонтально проектирующих меридиональ- 
ных плоскостей. Горизонтальный след каждой из упомянутых плоскостей пересечет 
горизонтальную проекцию сечения шара, т.-е. эллипс, в двух точках, которые 
и надо будет нанести на развертке поверхности шара, подобно тому, как это 
только что было указано выше. Для этого нет необходимости наносить верти- 
кальные проекции сечения шара меридиональными плоскостями, которые риско- 
вали бы затемнить чертеж, а достаточно спроектировать полученные упомянутым 
путем точки пересечения горизонтальных проекций меридианов © горизонтальной 
проекцией эллипса на вертикальную его проекцию и затем построенные таким 
приемом точки вынести линиями, параллельными оси проекций, на вертикальную 
проекцию главного меридиана. В дальнейшем все построение, не представляю- 
щее собою чего-либо особенно сложного, должно быть выполнено совершенно 
тем же способом, который был нами подробно рассмотрен в предыдущем примере '). 

На основании упомянутого детального разбора сечевия шара, нетрудно 
придти к заключению, что построения проекций сечения любого из перечислен- 
ных выше тел вращения, т.-е. эллипсоида, параболоида и гиперболоида, произ- 
вольными плоскостями, представляют с0б0ю задачи безусловно однородные, как, 
равным образом, тем же самым способом вычерчиваются и развертки поверх- 
ностей этих тел вращения в их целом и усеченном виде. 

Задача 38-ая. Построить проекции сечения эллипсоида вращения 
плоскостью общего положения и сделать развертку поверхности 
обеих отсеченных частей его, 

Положим (фиг. 427), что нам дан эллипе, большая ось которого равна 
линии 73—9'’5’, а малая—отрезку аб—@/Ъ’. Вращением эллипса вокруг ето 
большой оси, параллельной вертикальной плоскости проекций, мы получим элип- 
соид, проекциями которого явятся: вертикальной--сам упомянутый эллипс, 
а горизонтальной— окружность диаметра а0— а’, равного малой оси эллииса, 
с центром в точке двойного назменования 7,5. Полученный, таким образом 
эллинсоид рассечем плоскостью общего положения Р’рР. Сперва, как и при 
построении проекций сечения шара, подобною же плоскостью, определим проекции 
обеих крайних, верхней и нижней, точек сечения. Для этой цели рассечем эллипсоид 
меридиональной плоскостью (@’4@, горизонтальный след 4@ которой перпенди- 
кулярен к горизонтальному следу рР секущей плоскости, и затем вспомогатель- 
ную меридиональную плоскость (’а@ совместим на горизонтальную плоскость 
проекций. В результате совмещения мы видим, что линия ),/— С. пересечения 
обеих упомянутых плоскостей пересекает меридиональное сечение эллипсоида 
в точках Ги УП, проекции которых мы получим, приведя плоскость (’4@ в ее 
первоначальное положение. Найденные таким путем точки 1—1’ и 7—1’ и будут 
искомыми крайними, нижней и верхней, точками сечения эллипсоида. Рассекая 
затем эллинсонд плоскостью В/”— РА’, параллельной горизонтальной плоскости проек- 


1) Это построение, представляющее собою некоторую сложность только с графиче- 
ской стороны и требующее внимательного отношения к делу, ради углубления в сущность 
вопроса, рекомендуется учащимся выполнить самостоятельно. 
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ций, мы находим точки #—й’и [—И, лежащие на экваторе его, сечение же эллип- 
соида плоскостью Т- Т, параллельной вертикальной плоскости проекций, дает 
точки 2—# и 721—, расположенные на главном меридиане эллипсоида. Раесекая 
эллипвоид целым рядом вспомогательных плоскостей, параллельных горизонтальной 
плоскости проекций, вертикальные следы которых мы проводим в пределах между 
точками 1’ и 7’ параллельно оси проекций, мы постепенно находим проекции 
все большего и большего числа новых точек сечения поверхности эллипсоида, 
и, соединяя их затем между собою в отдельности горизонтальные с горизонталь- 
ными и вертикальные с вертикальными, в последовательном порядке, по лекалу, 
в конечном результате получим проекции сечения эллипсоида плоскостью общего 
положения Р'’рР, в виде двух различных по величине и очертанию эллипсов. 
Построение развертки поверхности как целого эллинсоида, так и обеих его 
отсеченных частей, показано на эпюрах (фиг. 427 и 428). Для этой цели шестью 
меридиональными плоскостями 1—1, П—П, ИЕ-ТИ, УМУ, У—У и УЕ 
эллипсоид` рассекают на двенадцать равных долей и развертывают части боковой 
поверхности его; приходящиеся на долю каждой такой доли его, в виде удли- 
ненных сигаровидных лепестков, подобных тем, с которыми мы уже имели 
случай встретиться при построении развертки поверхности шара. В качестве 
вспомогательного приема воображают себе при этом эллипсоид рассеченным еще 
одиннадцатью плоскостями, параллельными горизонтальной плоскости проекций, 
попарно, симметрично расположенными по обе стороны экватора. Такими плос- 
костями поверхность эллипсоида рассечетея по параллелям, горизонтальные 
проекции которых изобразятся в виде ряда концентрических окружностей, попарно 
сливающихся в одну окружность. Сама развертка поверхности эллипсоида 
строится так: на произвольной горизонтальной прямой (фиг. 427) от точки т 
откладывают, в последовательном порядке, вплоть до точки у, двеналцать одина- 
ковых отрезков, по длине равных тем дугам, на которые экватор эллипсоида был 
разрезан меридиональными илоскостями. Каждый из этих отрезков делят пополам 
и из точек деления к линии х— 1, в обе стороны, т.-е. вниз и вверх, восета- 
вляют перпендикуляры. На сих последних, опять таки по обе стороны х—9, 
откладывают по шести одинаковых отрезков, равных длине дуг, на которые 
плоскостями, параллельными горизонтальной плоскости проекций, была рассечена 


. половина главного меридиана эллипсоида. Через полученные, таким образом, 


на первом из упомянутых перпендикуляров точки №, [, %, И, 0, р, 9, тиф 
проводят прямые, параллельные линии 2—9, и затем на этих прямых, влево 
и вправо от упомянутых точек, откладывают по половине тех дуг, на которые 
соответствующие параллели эллипсоида были разрезаны горизонтальными сле- 
дами меридиольных плоскостей. Таким образом, на каждой из означенных гори- 
зонтальных линий, по обе стороны перпендикуляров к ним, выше и ниже средней 
линии 7—9, получают ряд симметрично по отношению к ней расположенных 
точек, соединение которых между собою по лекалу и даст в конечном резуль- 
тате развертку поверхности эллипсоида в виде двенадцати длинных бигаровид- 
ных лепестков, соприкасающихся друг с другом в точках х., %., д... и т. д., 
размещенных на‘линии 2— У. 

Вычерчивание развертки поверхности любой из отсеченных частей эллип- 
соида выполняется совершенно тем же способом, который был пояснен выше, 
при построении развертки поверхности отдельных частей шара, разрезанного 
плоскостью общего положения. Лля этой цели, для точек 1, 2, 3... 10, 11 и 12 
пересечения горизонтальной проекции сечения эллипеоида с горизонтальными 
следами [=Т, ПП, ИИ ПТ, ТУ-ТУ, УФУ и УГУ! меридиональных плос- 
костей строят на вертикальной проекции его сечения соответствующие им их 
вертикальные проекции 1', 9’, 83’.... 10’, 11' и 12? и затем эти последние, 
линиями, параллельными оси проекций, выносят на вычерченную отдельно с левой 
стороны эллипсоида половину главного его меридиана №—а— 6, в точки 


ТП, Ш... Х, ХЕ и ХП. Полученные указанным ©1060бом на упомянутом 
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тлавном меридиане дуги М—Т М—П, М—Ш.... М-—Х, М—ХГи М —ХИП, 
в последовательном порядке наносят от точек М, №.... ит. д. (фиг. 428) на 
очертаниях соответствующих лепестков развертки, представляющих собою выпрям- 
ленные половинки отдельных меридианов эллипсоида. Таким путем на противо- 
положных очертаниях каждого из лепестков развертки получается по одной 
точке 1 и 2 2 и3 3 и 4,4 иб... ит. д. 10 и 11, 11 и 12 и 12 и1. Ооеди- 
нение упомянутых точек между собою попарно, прямыми линиями, или по 
лекалу, дугами очень малой кривизны, даст в конечном результате симмет- 
ричную, прерывающуюся в одиннадцати местах, кривую, которая и разграничит 
<обою, одну от другой, развертки поверхностей обеих отоеченных частей эллипсоида. 

Задача 29-ая. Построить проекции сечения гиперболоида враще- 
ния плоскостью общего положения, рассекающей и основание 
гиперболоида, и сделать развертку, как целого гиперболоида, так 
и обеих отсеченных частей его. 

Говоря об основании гиперболоида, мы имеем в виду гиперболоид, получив- 
шийся от вращения одной из ветвей гиперболы, определенной длины, вокруг ее так 
называемой мнимой оси. В частности, для данной цели (фиг. 429) была взята 
‚ односторонняя гипербола, которую в задаче 26-й мы имели в результате сечения 

прямого круглого конуса горизонтально -проектирующей плоскостью. Полагая, 
что упомянутая гипербола вращалась вокруг ее мнимой оси, проходящей через 
вершину #— а’ таковой и перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, 
мы и получим 0бе проекции означенного однополого гиперболоида; верти- 
‘кальную — в виде упомянутой гиперболы, а горизонтальную — в виде окруж- 
‘ности, описанной из точки @, как из центра, радиусом 4—5, которую во время 
рассматриваемого процесса врашения описала одна из крайних точек х— 
гиперболы. Эту окружность мы и будем считать за основание гиперболоида, 
полагая, что последний своим основанием поставлен на горизонтальную плос- 
кость проекций. Подробное решение этой задачи, указанное на эпюрах (фиг. 429 
и 430), выполнено совершенно тем же способом, который уже дважды был 
‘детально изложен при решении обеих предыдущих задач 27-Й и 28-й. на сечение 
и построение развертки поверхности шара и эллипсоида в их целом и усеченном 
виде. На этом основании, во вполне аналогичном решении настоящей задачи, 
учащимся полезно будет разобраться, самостоятельно. Мы ограничиваемся только 
указанием на то обстоятельство, что проекции Ти 7 крайней высшей точки 
сечения, представляющего с0бою в данном случае неполный, т.-е. незамкнутый 
эллипе, найдены были, как и ранее, путем совмешения вспомогательной мери- 
диональной плоскости ('90, горизонтальный след которой периендикулярен к гори- 
зовтальному следу рР секущей плоскости, на горизонтальную плоскость проекций. 
При таком положении плоскости ()'9@ можно видеть, что линия Ю,—с пересе- 


чения обеих упомянутых плоскостей, пересекает совмещенное меридиональное 
‚сечение гиперболонда в точке УП. Проекции сечения гиперболоида построены, 
как уже было сказано выше, известным нам способом. На зпюре (фиг. 4380) 
изображена развертка поверхности обеих отсеченных частей гиперболоида, выпол- 
ненная обычным, описанным выше, приемом, т.-е. путем применения в дело восьми 
уеридиональных вспомогательных плоскостей 1-1, П—Ш.... ит. д., которыми, 
как сам гиперболоид, так и его поверхность, были разделены на 16 равных долей. 
На эпюре (фиг. 431) приведена развертка поверхностей отееченных частей того же 
гиперболоида, выполненная несколько иным ©1060бом, сущность которого, однако, 
настолько понятна из чертежа, что не требует каких-либо добавочных разъяснений. 

Задача 30-зя. Построить сечение параболоида любою плоскостью 
‘и сделать развертку поверхности обеих отсеченных частей его. 

На основании всего вышеизложенного, настоящая задача, являясь полной 
‘аналогией ряда предыдущих, не составит собою чего-либо сложного для уча- 
щихся и должна служить для них темой самостоятельного упражнения. Пара- 
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болу, необходимую для получения параболоида вращения, рекомендуется построить 
путем предварительного сечения прямого круглого конуса вертикально-проекти- 
рующей плоскостью, параллельной одной из его образующих. 


Задача 31-ая. Построить сечение тора (кольца) вертикально- 
проектирующей плоскостью и сделать развертку поверхности 
отсеченных частей его. 

Тело, имеющее форму правильного кольца, или так называемый тор, полу- 
чается путем вращения окружности произвольного диаметра вокруг оси, лежащей 
вне таковой. Указанным способом построены (фиг. 482) обе проекции кольца, 
которое затем необходимо рассечь вертикально-проектирующей плоскостью РР. 
Производящая окружность радиуса оа—о'’а’, с центром в точке о—0', вращалась 
для этой цели вокруг оси ти—иуи’, лежащей вне ее и перпендикулярной 
к горизонтальной плоскости проекций. Лля решения настоящей задачи тоже 
воспользуемся целой серией вспомогательных плоскостей, параллельных горизон- 
тальной плоскости проекций, которыми станем рассекать одновременно как само 
кольцо, так и секущую плоскость Р’рР. Каждая из таких вспомогательных 
плоскостей будет рассекаль кольцо по параллелям, горизонтальные проекции 
которых изобразятея в виде двух концентричных окружностей с центром 
и в точке тя, а вертикальные—в виде прямой линии, сливающейся с верти- 
кальным следом соответствующей плоскости, секущая же плоскость Р’›Р каждою 
из упомянутых вспомогательных плоскостей будет разрезана по ее горизонтали, 
горизонтальная проекция которой будет параллельна горизонтальному следу ее 
ОР, а вертикальная проекция которой, обращаясь в точку, каждая совпадет 
с вертикальным следом соответствующей горизонтали и расположитея на верти- 
кальном следу РР’ секущей плоскости. Вертикальной проекцией сечения тора 
плоскостью Р’рР будет служить прямолинейный отрезок 1’ 7', совпадающий 
с вертикальным следом рР’ секущей плоскости. Горизонтальные проекции 
отдельных точек сечения поверхности тора мы будем находить, строя точки 
пересечения горизонтальных проекций отдельных упомянутых параллелей с гори- 
зонтальными проекциями соответствующих горизонталей. Так, например, первая 
вспомогательная плоскость [/—Т’, рассекая тор по экватору, дает горизонтальную 
проекцию этого сечения в виде двух концентричных окружностей радиусов 
771—х и тп—@, первую—для горловины, а вторую-—для периферии. Упомя- 
нутые окружности будут пересечены горизонтальной проекцией соответствующей 
горизонтали в четырех точках 4 и 10 и 4 и 10, симметричным образом распо- 


ложенных на обеих, передней и задней, половинах, или полах тора. Остальные 
вспомогательные плоскости Г—П’ и Ш—И, ПЕРИ и ЦИ—ИГ, У’ — УГ 
и [УГ мы проведем выше и ниже экваториальной плоскости, на попарно 
одинаковом от нее расстоянии. Каждая из этих плоскостей, рассекая тор по 
его параллелям, а секущую плоскость Р'’»Р—по ее горизонталям, в точках 
взаимного пересечения тех и других даст горизонтальные проекции четырех 
точек сечения поверхности тора плоскостью Р’рР. Так, плоскость Ш— дает 
симметрично на обеих полах тора получающиеся точки 2, би 2, 6, плоскость 
П,—П,—дает точки 8 и 12 и 8, и 12, плоскости ПГИГ и ПГ— ИГ, обра- 
зуют точки 8, 5, 3,5, и 9, 11, 9, 11 и, наконец, применяя в дедо последние 
две плоскости ТУ'—ТУ' и Г'—ТУ', касательные к поверхности кольца, мы 
находим точки 1 1 и 7, 7. Соединение упомянутых точек 1, 2, 3..... 
10и 11и1,2,3.... 10, и 11, незавиеимо одних от других, между с060ю 
по лекалу, даст два симметрично расположенных и одинаковых по внешнему их 
виду и размерам, яйцевидных овала, которые и представят вобою искомую гори- 
зонтальную проекцию сечения тора данной вертикально-проектирующей плос- 
костью. Действительная величина сечения найдена обычным путем совмещения 
плоскости Р’рР на горизонтальную плоскость проекций. 


= 199 — 


На той же эпюре (фиг. 482) показано построение проекций сечения того же 
кольца горизонтально-проектирующей меридиональной плоскостью ('90. Особого 
построения, в данном случае, после того, как была решена предыдущая задача, 
выполнять не приходится, оно является как бы уже целиком заранее подгото- 
вленным. Весь ход рассуждений остается тот же самый. Вспомогательными 
плоскостями служат те же плоскости, параллельные горизонтальной плоскости 
проекций, которые применялись и при первом примере. Упомянутые плоскости 
опять будут рассекать тор по параллелям, а плоскость (0'44—по ее горизонта- 
лям, горизонтальные проекции которых, все сольются с горизонтальным следом 
4@ новой секущей слоскости. Точки пересечения горизонтальных проекций 
упомянутых горизонталей с горизонтальными проекциями соответствующих 
параллелей опять дадут горизонтальные проекции отдельных точек сечения 
поверхности тора’ плоскостью @'494. Вертикальные проекции означенных 
точек мы находим на вертикальных проекциях соответствующих параллелей, 
или горизонталей, что равносильно одно другому, так как и те и другие 
попарно сливаются в прямые, параллельные оби проекций и совпадают 
<0 следами соответетвующих вспомогательных плоскостей. Из сказанного оче- 
видно, что горизонтальная проекция сечения изобразитея двумя отрезками 
1—0 и у—3, на горизонтальном следу 4@ секущей плоскости, а вертикальной 
проекцией сечения будут служить два одинаковых по размерам эллипса, 
большие оси которых будут равны диаметру производящей окружности, а малые 
оси № —0'и у—5” явятся вертикальными проекциями упомянутых отрезков #—0 
и у Лействительная величина сечения каждой полы тора равна произво- 
дящей окружности, так как и эта последняя, в свою очередь, представляет собою 
сечение его главной меридиональной плоскостью Г, —1,,. 


Построение развертки поверхности, как целого тора так 
п любой из отсеченных частей его, выполняется весьма несложным способом, 
аналогичным тому, при помощи которого были построены развертки поверхностей 
шара, эллипсоида и гиперболоида. Предварительно тор был рассечен десятью 
меридиональными плоскостями на двадцать равных долей, благодаря чему 
на такое же число равных частей была разрезана и поверхность его. Горизон- 
тальные следы меридиональных проскостей 1 —1,, П,, УИ, В, -— Ш, ит. д. 


разрезают горизонтальные проекции параллелей каждую на двадцать равных 
дуг а—Ъ, а. Ъ:, а №5 @— №, аб, @— №, %—№... И т. Д, которые 
на эпюре (фиг. 432) все имеются в их натуральную величину. Ради экономии 
места, на чертеже приведена развертка не всего тора, а только, некоторой, 
большей его части. На горизонтальной прямой (фиг. 433), начиная от точки (а), 
в последовательном порядке отложено семнадцать одинаковых по длине отрезков, 
равных хордам тех дуг, на которые экватор был разрезан меридиональными итоб- 
костями. Каждый из этих отрезков был разделен пополам и из средины их 
к линии а_1 были выставлены вверх и опущены вниз—перпендикуляры. На сих 
посленних, выше и ниже линии а—$ отложено по шести отрезков, равных 
хордам тех дуг, на которые производящая окружность рассекается вертикаль- 
ными следами Г-Т, И ПУ—Н,... ит. д. вопомогательных плоскостей, 
параллельных горизонтальной плоскости проекций. Каждый из упомянутых пер- 
пендикуляров представляет собою развернутую окружность меридионального сече- 
ния. Через точки 21, 25, 2» 2., 25 И 2% деления означенных перпендикуляров, 
ниже и выше линии 4—6 проводят ряд прямых, ей параллельных, и на сих 
последних, влево и вправо от тех же точек 2., 25, 23... И т. Д., откладывают, 
в последовательном порядке, половины луг а—\, @1—Ъ1, 4—1, аз— 3... ИТ. Ць 
вплоть до последней 4 — с, или вернее половинки хорд, соответствующих этим 
дугам. Соединяя между собою по лекалу в отдельности ряд точек И 
а, 4, @,а, а» а» аз» в, а, ав ив, бы, И’, Обь 55, О, Ь, В, В», Оз» Ол» ОБ» Об 
мы получим на фиг. 433, семнадцать одинаковых по внешнему виду и разме- 
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рам лепестков, из которых каждый будет представлять собою развертку одной 
двадцатой части поверхности тора. В отличие от разверток поверхностей тел 
вращения, нами ранее рассмотренных, лепестки развертки тора имеют тупые, 

а не острые концы, что объясняется тем свойством тора, что он не имёет вер- 

шины или полюса, как таковых и тем обстоятельством, что сумма небольших. 
дуг 25 №, в — св, ба, Фе... 6 бы А, т ть, Ио... 
55—&, &—4@, в общем итоге образующая концевое очертание упомянутых лепест- 
ков разветки, представляет собою выпрямленную и разрезанную на 20 частей 
окружность горловины экваториального сечения тора. Семнадцать построенных 
указанным способом лепестков (фиг. 438) дают почти полную развертку поверх- 
ности тора. Для того, чтобы на этой первой развертке разграничить одну 
от другой две части ее, получающиеся в результате сечения тора вертикально- 
проектирующей плоскостью Р’»Р, применяют следующий прием: мы уже имели 
случай выше указать на то обстоятельетво, что горизонтальные проекции парал- 
лелей представляют собою действительные величины тех окружностей, по кото- 
рым поверхность тора рассечена вспомогательными плоскостями, параллельными 
горизонтальной плоскости проекций. Горизонтальные проекции упомянутых. 
параллелей пересекаются горизонтальными проекциями сечения тора верти-. 
кально-проектирующей плоскостью Г”’рР, т.-е. обоими яйцевидными овалами 
в точках 1, 2, 3, 4,...9, 10, 11 и 12. По отношению к рассматриваемой нами 
передней поле тора, можно заметить, что точка 10 делит половину экватора, попо-- 
лам, эту точку мы сейчас же и наносим на линии а—[ развертки, для чего, 
на ней отсечитываем пять равных делений а— 1. Точка 6 разрезает горизонталь- 
ную проекцию половины ближайшей внутренней параллели на две неравных 
дуги, из которых левая слагается из пяти дуг @— В и из небольшого отрезка. 
равного дуге е—9. Отечитав на линии, параллельной прямой а«—1, выше таковой 
пять полных луг а:—\1; в пределах между очертаниями отдельных лепестков, 
от точки е, на шестом лепестке мы отложим отрезок е—9, равный дуге е—9.. 
Таким же образом на развертке выше линии а—( наносятся остальные точки 
8, 7, 6, 5 и 4. Тот же самый прием должен быть применен и для построения 
соответствующих точек 3, 2, 1, 11, 12 и 1 на отдельных лепестках развертки, 
ниже линии @а— 1, представляющих собою точки сечения плоскостью Р'’Р” 
отдельных параллелей, расположенных на поверхности тора ниже экваториаль- 
ного его сечения. Соединение между собою, в последовательном порядке, по. 
лекалу упомянутых точек 1, 2, 8... 10, 11, 12 и 1 даст на развертке разор- 
ванную кривую разграничивающую поверхность обеих частей передней половины: 
тора, на которые она раесечена вертикально - проектирующей плоскостью. 
Уи 


После всего вышеизложенного решение следующей очередной задачи: 


Задача 32-ая. Построение проекций сечения тора плоскостью 
общего положения не может представить собою какого-либо затруднения и, 
будучи подробно выполнено на эпюре (фиг. 484), приводится только как образец. 
оригинального сечения и чрезвычайно точного построения, в котором ко времени 
рассмотрения последнего отдела настоящего курса, трактующего вопросы о взаим- 
ном пересечении многогранников и тел вращения, учащимся необходимо достиг- 
нуть известной степени навыка и совершенства, 

В заключение настоящей главы, мы рассмотрим еще несколько задач, 
имеющих непосредственное отношение к отделу взаимного пересечения много- 
гранников и тел вращения и играющих в этом вопросе чисто служебную, или 
подготовительную роль. Мы имеем в виду задачи на построение проекций пере- 
сечения, произвольным образом заданных, прямых с различного рода телами, 
или вернее с их поверхностями. С этим вопросом мы уже отчасти знакомы, так 
как своевременно, ранее (в главе ПШ), имели случай детально рассматривать. 
вопросе о нахождении так называемых точек встречи прямых © отдель- 
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ными плоскостями. Теперь мы рассмотрим его под более прикладным ` углом 
зрения. 

Задача 33-я. Построение проекций точек пересечения про- 
ИзвВолЬного отрезка с поверхностью прямой трехгранной 
призмы. 

Положим (фиг. 435), что нам дана прямая трехгранная призма а6сЁ"— 
ат и произвольная линия р24—р'4’ и требуется построить проекции точек 
пересечения ее с поверхностью призмы. Лля этой цели воспользуемся такою 
вспомогательной плоскостью, сечение которой данной призмы имеет заранее нам 
известный вид. Мы знаем, что в результате сечения любой призмы плоскостью, 
параллельной ее ребрам, получается параллелограм, две противоположных сто- 
роны которого параллельны ребрам призмы. В нашем случае призма дана пря- 
мая, следовательно, плоскость параллельная ее ребрам, будет плоскостью гори- 
зонтально-проектирующей. Такую, т.-е. горизонтально-проектирующую плоскость 
8’58, мы и провелем, в качестве вспомогательной, через прямую 24—#'4'. Плос- 
кость 055, проходя через упомянутую прямую р9— /'4', в то же время рассечет 
призму по прямоугольнику, проекпиями которого явятся: горизонтальной— отре- 
зок 1, 2—3, 4, на горизонтальном следу #5 вспомогательной‘ плоскости, а верти- 
кальной— прямоугольник же 1’, 2’, 8', 4. Вполне очевидно, что прямая р9—вР, 
через которую проведена плоскость 9'55 и упомянутый прямоугольник, по кото- 
рому она рассекает призму, лежат в одной и той же общей для них плоскости 
5’35, и что в таком случае, точки х’и У’ пересечения вертикальной проекции 
р’——9' прямой с вертикальной проекиией 1', 2', 8', 4’ означенного прямоуголь- 
ника и представят собою вертикальные проекции точек пересечения рассматри- 
ваемой прямой © поверхностью данной призмы или, вернее, с двумя из ее гра- 
ней. Горизонтальные хи у проекции упомянутых точек совпадут: первая-- 
с точкой двойного наименования 1,2, а вторая-—-с точкой 3,4, т.-е. © горизон- 
тальными проекциями двух противоположных сторон того прямоугольника, по 
которым соответствующие грани призмы рассекаются вспомогательной плоскостью 
5'55. Из чертежа нетрудно. убедиться в том, что точка х— ях’ образовалась 
на грани а — ай ТФ’, а точка уу’ — на грани бе — "Ртс’ призмы. 
В точке х— а’ прямая 10 —2'0'. входит в тело призмы, а в точке 
у—у прямая эта из тела призмы выходит. На этом основании точка х—' 
называется точкой входа прямой в тело призмы, а точка у—9’— точкой 
выхода прямой из тела призмы. Очевидно, что в пределах между упомянутыми 
точками 2—х’ и 9—9 образуется отрезок прямой, заключающийся внутри 
тела призмы, на каковом основании этот отрезок прямой на чертеже и нанесен 
пунктиром. 

Задача 34-ая. Построение проекций точек пересечения про- 
извольно заданной прямой с поверхностью наклонной трех- 
гранной призмы. 

Положим (фиг. 486), что надо найти проекции точек пересечения прямой 
129—7'4' с поверхностью наклонной трехгранной призмы афейт— а’ ти. 
Если мы сумеем через прямую 24—2'4' провести плоскость, параллельную ребрам 
данной призмы и, если эта плоскость, означенную призму, вообще, пересечет, 
то внешний вид и строение такого сечения нам будут заранее известны; это 
будет параллелограм, две противоположных стороны которого должны быть 
параллельны ребрам призмы. В таком случае, как сама прямая 29—0'49', так 
и сечение призмы в виде параллелограма будут лежать в одной, общей для 
них, нлоскости и точки пересечения данной прямой со сторонами параллело- 
грама и представят собою точки пересечения ее с соответствующими гранями 
призмы, т.-е. другими словами, они явятся точками входа упомянутой прямой 
в тело призмы и выхода ее из таковой. Для того, чтобы через прямую 29—2'4' 
провести плоскость параллельную ребрам призмы, предварительно проведем через 
произвольную точку этой прямой, положим, через точку р—р’, ее прямую 
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р25—р'5’, параллельную ребрам призмы, а затем, через получившиеся Таким обра- 
зом две пересекающихся в точке р— прямых, проведем вполне определенную 
плоскость, которая проходя через прямую 05—2'5', параллельную ребрам призмы, 
в свою очередь, тоже должна будет быть параллельна таковым. Чтобы через 
два пересекающихся отрезка провести плоскость, надо построить следы этих 
отрезков и провести через них одноименные следы плоскости, 

Найдем С, и (5 горизонтальные следы отрезков р3-—р'5’ и 79-—2'4’ и ©06- 
диним их между собою прямою А—А, которая и явися горизонтальным сле- 
дом искомой плоскости. Вертикальный след ее активной роли в деле решения 
настоящей задачи не играет и на этом основании его можно и не строить. Гори- 
зонтальный след А— А упомянутой плоскости, как видно из чертежа, разрезает 
основание призмы по прямой 1—4, что служит указанием на то обстоятельетво, 
что плоскость эта рассечет призму по параллелограму 1, 2, 3, 4—1, 2 3', 4, 
две стороны 1, 2—1',2' и 3, 4—8', 4’ которого будут параллельны ее ребрам. 
Точки —я' и у 9 пересечения проекций прямой 29—74’ © одноименными 
проекциями противоположных сторон параллелотрамма, параллельными ребрам 
призмы и будут проекциями искомых точек пересечения означенной прямой 
в поверхностью, т.-е. с гранями призмы. Заметим при этом, что точка х—х’ 
входа прямой в призму лежит на грани а^й—а’'0'ГЁ таковой, а точка у— 9’ 
выхода прямой из тела призмы—на другой ее грани 6-—'с'т Г. 

Таже самая задача может быть решена еще и другим способом, показанным 
на том же чертеже (фиг. 4836). Через прямую р9—7'4' проведем вертикально- 
проектирующую плоскость ММ, которая рассечет призму по треугольнику 
5, 6, 7—5', 6', Т. В данном случае, прямая р9—р'9'’ и упомянутый треугольник 
сечения призмы, опять будут лежать в одной, общей для них, вспомогательной 
плоскости ^'2 № и, следовательно, точки 2 и у пересечения горизонтальной 
проекции р4 рассматриваемой прямой 60. сторонами горизонтальной проекции 
означенного треугольника, опять представят собою. горизонтальные проекции точек 
пересечения прямой с теми же гранями призмы. Совпадение точек и—’ и у— у’ 
в обоих случаях подтверждает правильность решения задачи обоими указанными 
способами. : 

Задача 35-ая. Построение проекций точек пересечения про- 
извольным образом заданной прямой с поверхностью 
наклонной пирамиды. 

Положим (фиг. 437), что требуется найти проекции точек пересечения 
прямой р94—№'4’ с поверхностью трехгранной наклонной пирамиды 42565—а'в'с'5'. 
Характерным для пирамиды сечением является сечение ее плоскостью, прохо- 
дящей через ее вершину, так как в результате рассечения пирамиды такою 
плоскостью, опять-таки, является треугольник, строение которого нам заранее 
известно, а именно: основанием означенного треугольника будет служить линия 
разреза основания пирамиды горизонтальным следом упомянутой плоскости, 
вершина его совпадет с вершиной пирамиды, а сторонами его явятся те прямые, 
по которым вспомогательная плоскость рассечет какие-либо две грани пирамиды. 
Для того, чтобы найти проекции точек пересечения прямой 729—0'4’ © поверх- 
ностью данной пирамиды, надо через упомянутую прямую провеети вепомога- 
тельную плоскость, которая при этом непременно проходила бы и через вер- 
шину 9—5’ пирамиды. Для этой цели вершину 9 — &5' пирамиды соединим 
с какой либо произвольной точкой, положим, с точкой р—у’ данной прямой. 
Таким образом, мы получаем два, пересекающихся в точке р— р’, отрезка 24—#’4' 
и рз—йз и, если затем через них проведем вполне определенную плоскость, 
то в качестве таковой и получим упомянутую выше вспомогательную плоскость, 
отвечающую предъявленным к ней требованиям. Действительно, плоскость эта, 
заключая в себе данную прямую 49—10'4', в то же время будет проходить через 
вершину 5—0’ пирамиды, так как она проведена через отрезок р2б—'5', в свою 
очередь, тоже проходящий через вершину пирамиды. Построив горизонтальные 
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следы С; и С, обоих отрезков и соединив их между собою, мы в виде прямой 
ММ получим горизонтальный след искомой вспомогательной плоскости, который, 
как видно из чертежа, рассечет стороны @б и с основания пирамиды в точках 
1и2. Отрезок 1—2 и будет служить основанием того треугольника, по кото- 
рому вспомогательная плоскость рассекает пирамиду, & вершина © этого тре- 
угольника совпадет с вершиной 5 самой пирамиды. Стороны 1—9 и 2—5 тре- 
угольника представят собою те прямые, по которым вспомогательная плоскость 
рассекает грани а50 и 656 пирамиды. По горизонтальной проекции 1, ©, 2 тре- 
угольника сечения, строим его вертикальную проекцию 1, ©, 2 и видим, что 
проекции 24 и 0'4’ данной прямой пересекают одноименные проекции сторон 
‘упомянутого треугольника в точках дя и 9, которые, таким обра- 
зом, и явятся искомыми точками пересечения данной прямой © соответотвую- 
щими гранями пирамиды. Фактом, подтверждающим правильность построения 
будет служить то обстоятельство, что найденные, независимо одна от другой 
точки ди’, уи у оказываются расположенными, попарно, на одном перпенди- 
куляре к оси проекций. 

Не подлежит никакому сомнению, что все только что сказанное должно 
быть в полной мере применимо и по отношению ко всякого рода цилиндрам 
и конусам. Так, например, : 

Задача 36-ая. Построение проекций точек пересечения 
произвольной прямой с поверхностью прямого цилиндра, 
может быть решена тем же несложным способом. 

Через прямую 74—#'2', проекции точек пересечения которой с поверхностью 
прямого цилиндра требуется найти, проводят (фиг. 4388) горизонтально-проекти- 
рующую плоскость 8—6. Плоскость эта, будучи параллельна образующим 
цилиндра, рассечет его по прямоугольнику 29, 4—1', 9, 3', 4, проекциями 
которого будут служить: горизонтальной отрезок 1,2—3, 4, отеекаемый на гори- 
зонтальном следу вспомогательной плоскости торизонтальной проекции цилиндра 
или окружностью его основания, а вертикальной —прямоугольник 1’, 7, 3', 4, 
две противоположные стороны 1'—2' и 3'—4' которого параллельны вертикаль- 
ным проекциям образующих цилиндра. Точки яж и у’ пересечения вертикальной 
проекции р’4’ данной прямой с вертикальной проекцией упомянутого прямо- 
угольника и будут вертикальными проекциями искомых точек пересечения 
ее с поверхностью цилиндра. Горизонтальные проекции 2 и У этих точек сов- 
падают с торизонтальными проекциями 1, 2, и 3, 4 соответствующих сторон 
прямоугольника, или, что одно и то же, с горизонтальными проекциями соответ- 
ствующих образующих цилиндра. . 

Задача 37-ая. Построение проекций точек пересечения про- 
извольной прямой в поверхностью наклонного цилиндра. 

Настоящая задача решается аналогичным же способом, для чего через 
произвольную точку р—/’ данной прямой р4—Р'’ предварительно (фиг. 439) 
проводят линию рй—р'А параллельную образующим цилиндра. После этого обе 
пересекающиеся в точке р— р’, прямые 79—7'9’ и рй—рЁ были заключены 
в одну, общую для них, плоскость, горизонтальный след которой изображен 
линией МЛ, проходящей через горизонтальные следы С: и (0, обоих упомя- 
нутых отрезков. Горизонтальный след ММ вспомогательной плоскости пере- 
резает основание цилиндра по хорде 1—2, а сама плоскость рассекает цилиндр 
по параллелограму 1, 2, 3, 4—1, 2, 3', 4', две длинные противоположные сто- 
роны 1, 41, 4' и 2, 3—2, $ которого параллельны образующим цилиндра. 
Так как, на основании произведенного построения, прямая р94—р'а’ и упомянутый 
параллелограмм лежат в одной плоскости, то вполне понятно, это точки т и я 
иуиу пересечения проекций ра и 2'4' прямой с одноименными проекциями 
1—4, 4’ и 3, 2'—8, соответствующих сторон параллелограма и предста- 
вят собою проекции искомых точек пересечения данной прямой © поверхностью 
наклонного цилиндра. 
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_____/ Задача 88-ая. Построение проекций точек пересечения произ- 
вольной прямой с поверхностью прямого конуса. 

Настоящая задача решается тем же способом, который был применен выше 
для нахождения точек пересечения прямой с поверхностью наклонной пирамиды. 
На эпюре (фиг. 440) мы имем прямую 29 —0’4’ и прямой круглый конус, осно- 
вание которого дано в виде окружности, радиуса 04 —0’а’, с центром в точке 
о — 0’, авысота— отрезком оз — 0’з', перпендикулярным к горизонтальной плоскости 
проекций, подошва которого совпадает с центром основания. Соединив вершину 
$— 8’ конуса с произвольной точкой р— р’ прямой, мы получим два пересекаю- 
щихся в точке р— р’ отрезка ра — р’9’и зр— р’. Через эти отрезки проведем 
вспомогательную плоскость, для чего построим точки С; и 05, т.-е. горизон- 
тальные следы обоих отрезков. Линия 1/ — М, соединяющая упомянутые гори- 
зонтальные следы С; и С, отрезков, будет служить горизонтальным следом вспо- 
могательной плоскости, которая проходя через отрезок 5р — 5/р’, пройдет и через 
вершину $— 5’ конуса и рассечет его по треугольнику 1, 13, Стороны 
15—15" и 2,5— 2,5” которого будут служить двумя, из бесчисленного множе- 
ства, его образующих. Так как прямая 70—09’ и упомянутый треугольник 
1,52—1,, 5,2’ лежат в одной и той же вспомогательной плоскости, то вполне 
понятно, что точки %, хи у, У’ пересечения проекций прямой с одноименными 
проекциями соответствующих образующих представят собой проекции искомых 
точек х—х и ур— у пересечения данной прямой с поверхностью конуса. 
О правильности произведенного построения мы опять можем судить по тому 
обстоятельству, что получающиеся независимо одна от другой точки дих’ и 
у иу оказываются расположенными попарно на одном перпендикуляре к оси 
проекций. : 

Задача 39-ая. Построение проекций точек пересечения произ- 
вольным образом заданной прямой поверхностью шара. ' 

Настоящая задача, как равным образом, и вообще аналогичные залачи на 
построение точек пересечения произвольных прямых с поверхностями всякого 
рода тел вращения, как то: эллипсоида, гиперболоида, параболоида и целого ряда 
других, им подобных, решается несколько иным, но тоже чрезвычайно простым 
способом. Положим (фиг. 441), что нам требуется найти проекции точек пересе- 
чения прямой р4 —р 4’ с поверхностью шара, заданного его центром о—0’и 
радиусом од — о'а’. В качестве вспомогательной плоскости, в данном случае, 
всего удобнее применить плоскости горизонтально- или вертикально-проектирую- 
щие. Проведем через прямую 70 —'а' горизонтально-проектирующую плоскость 
Е’тВ, которая рассечет при этом шар по окружности, горизонтальная проекция 
которой изобразится хордой (1-—2), по которой горизонтальный след “В вспо- 
могательной плоскости рассечет горизонтальную проекцию шара. Таким образом, 
как прямая 70 —}'4', так и упомянутая окружность сечения шара вспомогатель- 
ной плоскостью окажутся заключенными в одной и той же, общей для них, пло- 
скости В’’Ю. Если затем эту плоскость совместить на какую-либо из плоскостей 
проекций, положим, на горизонтальную, — то тогда, при таком положении вепо- 
могательной плоскости, мы будем иметь как упомянутое сечение шара, так и 
самую прямую РО в совмещенном виде, как таковые. Точки д, И о пересечения 


прямой РО со совмещенным сечением шара, т.-е. с окружностью, описанной из 
центра О,, радиусом О, —Т, и представят собою совмещенные на горизонталь- 


ную плоскость проекций точки пересечения прямой 14 —'4’ с поверхностью 
шара. Путем обратного приведения вспомогательной плоскости В’В в ее перво- 
начальное положение, мы находим сперва горизонтальные хи у проекции упо- 
мянутых точек, а затем и соответствующие им их вертикальные проекции х’ 
и у на вертикальной проекции р'д’ данной прямой. 

Примеры на построение проекции точек пересечения произвольных прямых 
© поверхностями каких-либо других тел вращения ‘учащимся рекомендуется 
проделать, в виде весьма полезного упражнения — самостоятельно. 
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ГЛАВА УП. 


Четырнадцать задач на взаимное пересечение геометрических тел. 


Вопрос о построении ломанных линий, или кривых, получающихеся в резуль- 
тате взаимного пересечения каких-либо многогранников © телами врашения или 
двух, произвольным образом заданых, тел вращения, разрешается путем при- 
менения в дело целого ряда вспомогательных плоскостей. Эти плоскости должны 
обладать свойством, благодаря которому они являются в каждом отдельном случае, 
наиболее пригодными для решения именно данной конкретной задачи. Упомяну- 
тый прием основан, главным образом, на том соображении, что в результате 
рассечения любого из рассматриваемых нами многогранников или тел вращения 
соответствующей плоскостью, получается сечение, внешний вид и строение кото- 
рого нам бывают заранее известны. 

К числу подобных плоскоетей можно отнести плоскости, параллельные 
ребрам призм, или образующим цилиндров, и секущие плоскости, проходящие 
через вершины пирамид и конусов. Первые из упомянутых плоскостей, как мы 
видели на целом ряде примеров в предыдущей главе, рассекают призмы и 
пилиндры как прямые, так и наклонные, таким образом, что нам заранее изве- 
стны, как внешний вид, так и строение сечения; оно представляет собою парал- 
лелограмм, лве противоположных стороны которого параллельны ребром призмы, 
или образующим цилиндра, а две другие противолежащие его стороны предета- 
вляют с0бою отрезки, по которым подобною плоскостью рассекаются нижнее и 
верхнее основания данных цилиндра или призмы. Секущие плоскости, проходящие 
через вершину пирамиды или конуса, рассекают их, как то же было показано 
в предыдущей главе, — по треугольникам, вершина которых совпадает о вершиной 
пирамиды или конуса, основанием этих треугольников являются отрезки, по которым 
будут рассечены основания упомянутых пирамиды или конуса, & сторонами их 
будут служить прямые, по которым подобная плоскость рассекает грани пирамиды 
или боковую поверхность конуса. Такого рода плоскостями мы и будем пользо- 
ваться, в самом широком масштабе, на протяжении всей предстоящей главы» 
которую, ради большей систематичности изложения, тоже разобъем на ряд отдель- 
ных, самостоятельных задач. 

Задача 1-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
двух наклонных трехгранных призм. 

Положим, что нам даны (фиг. 442) две наклонных трехгранных призмы 
абейт — ие Тт и Чем —4'е [У и требуется построить проекции лома- 
ной линии их взаимного пересечения. Прежде,. чем приступить к решению 
настоящей задачи, следует заметить, что мы абсолютно ничего с уверенностью 
не можем заранее сказать о внешнем виде или о характере взаимного пересе- 
чения данных призм. Мы не можем предугадать, все ли или только некоторые 
и какие именно ребра одной. призмы будут пересекаться с телом другой. 
В первом случае, т.-е. если окажется, что все три ребра какой-либо одной призмы 
пересекаются с боковою поверхностью другой — мы будем иметь явление пол- 
ного внутреннего пересечения данных геометрических тел. Одна 
призма как бы пронзит другую —и при этом сама разрежется на три непра- 
вильных и неравных между собою части; если же в результате всех построений 
мы увидим, что у обеих призм останется хотя бы только по одному какому-либо 
непересеченному ребру, то это будет служить указанием на то, что мы имеем 
дело со случаем частичного пересечения, при котором обе призмы вре- 
заются одна в другую, при чем, однако, ни та, ни другая из них не рассекаются 
на три отдельных, неравных между собою части. Взаимное расположение обеих 
призм и наклон их по отношению к плоскостям проекций только дают нам повод 
предполагать, что обе рассматриваемые призмы, тем или иным образом, вообще, 
пересекутся между собою. Точный ответ на вопрос о том, в каком именно внеш- 
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нем виде выразится предполагаемое пересечение, мы сможем дать только 
в результате целого ряда вспомогательных построений. Выше уже было упомя- 
нуто, что, в случае взаимного пересечения наклонных призм, наиболее подходя- 
щими для решения затачи вспомогательными плоскосгями являются плоскости— 
параллельные их ребрам. Действительно, представим себе, что мы имеем плос- 
кость, одновременно параллельную ребрам обеих призм, и что такую плос- 
кость мы проводим через какое-либо ребро одной из призм. Такая плоскость, 
будучи проведена через любое из ребер одной призмы и, следовательно, заключая 
В себе таковое, может при этом пересечь другую призму, а может ее и не 
пересечь. Первый случай будет служить указанием на то оботоятельство, что 
данное ребро одной призмы пересекается с телом другой, а второй случай — 
явится несомненным признаком того, что это ребро призмы, в результате взаим- 
ного пересечения обоих многогранников, сохранится в целости, т.-е., что именно 
оно и не будет рассечено телом другой призмы. Для полного решения задачи 
необходимо будет провести подобные вепомогалельные плоскости, параллельные 
ребрам обеих призм, в последовательном порядке, через каждое из ребер каждой 
призмы. С этой целью (фиг. 443) через произвольным образом взятую точку ий —п' 
проведем два пересекающихся в ней отрезка 26 — а'б' ие! — е'|", проекции кото- 
рых попарно параллельны одноименным проекциям ребер данных призм, а именно: 
аб || 49, @6' || 4'9', | аб и е’Ё’ | а’. Очевидно, что плоскость, проходящая через 
0б& упомянутые отрезка, будет вполне определенная плоскость, одновременно 
параллельная ребрам обеих призм. Чтобы провести через упомянутые отрезки 
а —@'5' и ве —е'} плоскость, достаточно найти следы их и через эти следы 
провести одноименные следы плоскости. В нашем случае можно будет ограни- 
ЧитТЬся одним только горизонтальным следом образцовой плоскости, так как вер- 
тикальный ее след, при решении данной задачи, активной роли не играет. 
Найдя точки С, и 0., т.-е. горизонтальные следы обоих отрезков и соединив 
их между собою, мы в виде прямой Р— Р получим горизонтальный след искомой 
образцовой плоскости, параллельной ребрам обеих призм. Теперь, желая для 
нашей цели пользоваться вспомогательными плоскостями, обладающими тем же 
свойством одновременной параллельноети ребрам обеих призм, мы в качестве 
таковых будем строить плоскости, горизонтальные следы которых полжны будут 
быть параллельны Горизонтальному следу Р—Р образцовой плоскости. Выше 
уже было упомянуто, что подобные вспомогательные плоскости необходимо про- 
вести, в последовательном порядке, через каждое из ребер обеих призм. Означен- 
ную последовательность, радия большей систематичности всего построения, мы 
выразим тем, что станем проводить вспомогательные плоскости через отдельные 
ребра обоих многогранников, в порядке’ налбольшей удаленности их от верти- 
кальной плоскости проекций. Наиболее удаленным от сей последней, в нашем. 
случае, будет ребро ей —е'й' правой призмы, затем идут ребра 0% — ст’ и 
в — 07 левой призмы, потом — ребра 49 — 49’ и № — [т правой — и наконец, 
последним, шестым по порядку, ребром явится ребро ай— а'’ левой призмы, 
которое, как это ясно видно из чертежа (фиг. 442), наиболее приближено к вер- 
тикальной плоскости проекций. Факт проведения через ребро ей — е'А’ правой 
призмы вспомогательной плоскости, параллельной ребрам обеих призм, мы выразим 
графически тем, что через точку ©, т.-е. через горизонтальный след этого ребра, 
проведем горизонтальный след Т—Т упомянутой плоскости, параллельно отрезку 
Р—Р, или параллельно горизонтальному следу образцовой плоскости. Горизон- 
тальный след Г—1[ первой вспомогательной плоскости, проходя через горизон- 
тальный след е ребра ей —е'й' правой призмы, не затрагивает горизонтальной 
проекции ас основания левой призмы. Это обстоятельство служит явным дока- 
зательством того факта, что первая вспомогательная плоскость |—Т, заключая 
в себе ребро ей — е'1' правой призмы, при своем дальнейшем продолжэнии, совер- 
шенно не задевает левой призмы, что, в свою очередь, дает нам неоспоримое 
` право утверждать, что, в результате предполагаемого взаимного пересечения 
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обоих многогранников, означенное ребро ей — е'й' правой призмы сохранится 
в неприкосновевном виде, или, другими словами, что оно с телом. левой призмы 
не будет иметь ни одной общей точки, т.-е., что оно с нею не пересечется. 
Вторая вспомогательная плоскость П — П, которую, в намеченном нами порядке 
мы должны будем провести через ребро ст—с'ж’ левой призмы, заключая 
в себе означенное ребро упомянутой призмы, рассечет основание 4еЁР правой 
призмы по отрезку 1, 2 — 1',Э’, а саму эту призму — по параллелограмму 1,2,3,4— 


1’, 2’, 3/, 4’, стороны 2,8 —2/,3’ и 1,4-1,4’ которого, как известно, будут парал- | 


лельны ребрам рассеченнсй призмы. Отеюда мы можем заключить, что ребро 
ст — ст’ левой призмы и параллелограм 1,2,3.4 —1,/2’,3',4’ сечения правой — 
лежат в одной и той же общей для них второй вепомотательной плоскости ПП 
и что ребро си — с’ левой призмы пересекает стороны 1, 4—1", 4” и 2,3 —2',3' 
упомянутого параллелограма в точках 4—4) и 7—7’. 

Внимательнее вглядевшись в означенные стороны 1,4—1',4” и 2,8—2',3/ 
параллелограмма, мы увидим, что первая из них образовалась на грани ддйе—4'0'№е’, 
а вторая — на грани [йе —{9’А’е' левой призмы и что, следовательно, точки 
4—4’ и 7—1’ как раз и представляют собою точки пересечения ребра ст— ст’ 
левой призмы с названными гранями правой. Заметим при этом, что точка 4—4" 
будет называться точкой входа ребра ст — см’ левой призмы в тело правой, 
а точка 7—7 — точкой выхода его из тела сей последней. В пределах между 
точками 4—4’ и 7—7’ ребро ст—с’т’ левой призмы будет заключено внутри 
тела правой. Таким образом, мы видим, что упомянутое ребро левой призмы, 
как бы пронзая тело правой, при этом, в конечном результате, оказывается, 
в ввою очередь, рассеченным на три неравных по длине отрезка, а именно: 
с,4—6',4', 41—47’ и Лт Тт’. Следующим, по степени его удаленности от 
вертикальной плоскости проекций, является ребро 61—61 левой призмы. Третья 
вспомогательная плоскость 1-1, будучи проведена через это ребро, рассечет 
правую призму по параллелограму 5, 6, 7, 8 —5', 6',7, 8', длинные сторовы 
5,83—5',8’и 6,7—6',7’ которого образуются на тех же вышеупомянутых гранях 
адйе — 49'е' и Пйе— Те правой призмы, благодаря чему тем же уже 
подробно изложенным с1п060бом мы легко найдем точки 3—3’ и 8—8’ входа 
ребра 51 — 0'Г’в тело правой призмы и выхода его из таковой. Плоскость ТУ ТУ, 
которую, в принятом нами порядке, мы проведем через ребро 49 — 4'9’ правой 
призмы, рассечет левую призму по параллелограму 9, 10, 11, 12—59), 10', 11', 12/, 
что, в свою очередь, служит указанием на то, что означенное ребро пересекает 
тело левой призмы в точках 5 —5’и 2 —2', из которых первая образовалась 
на грани айте — а’ ’тус', а вторая на грани ай — а!’ ее В данном случае 
точка 5—5‘ будет играть роль точки входа ребра 44 — @'9'. в тело левой призмы, 
& точка 2 — 2’ — точки выхода его из таковой. Пятая вепомогательная плоскость 
У—\, будучи проведена через ребро #—{' правой призмы, рассечет левую 
по параллелограмму 13, 14, 15, 16—13', 14', 15’, 16', что, в конечном результате, 
даст нам точки 6—6’и 1—1', т.е. точки входа ребра № —{'' правой призмы 
в тело левой и выхода его из таковой. Последняя, шестая, вспомогательная пло- 
скость УТ—УТ, проводимая нами через ребро ай — а'й' левой призмы, не затронет 
правой, что будет служить несомненным признаком того обстоятельства, что упо- 
мянутое ребро а — ай’ левой призмы, в конечном результате взаимного пере- 
сечения рассматриваемых многогранников, сохранит свою первоначальную целость, 


т.е. телом правой призмы не пересечется. Таким образом, подводя общий итог. 


всему до сих пор построенному, мы видим, что у обеих призм имеется по два рас- 
сеченных ребра и по одному ребру, лежащему вне пределов взаимного пересе- 
чения данных тез, т.-е. по одному ребру, сохравившемуся в целом виде. Каждое 


из упомянутых, пересеченных ребер одной призмы, как мы видели, пересекается. 


_©, телом другой В двух точках, образуя при этом так называемые точки входа 
отдельных ребер одного многогранника в тело другого и выхода его из тако- 
вого. Так как в нашем случае, как было указано выше, у каждого из данных 
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многогранников получилось по два рассеченных ребра, то следовательно, в конеч- 
ном результате мы будем иметь восемь точек, которые и представят собою вер- 
шины ломаной линии взаимного пересечения обеих призм. Упомянутые точки 
мы заранее обозначали соответствующими цифрами в поряцке, который, пока 
мог казаться ничем необоснованным или малопонятным. Постараемся теперь 
детально выяснить ©пособ установления последовательности соединения между 
собою означенных точек, так как именно этот прием, особенно, если объектом 
задачи являются призмы с большим числом граней, для лиц, впервые решающих 
подобные задачи, и может предетавлять собою известного рода затруднения, 
нередко ведущие к ошибкам, коренным образом искажающим результаты пра- 
вильных построений. Начнем с точки, обозначенной нами цифрой 1 (горизон- 
тальная проекция) и посмотрим, каким образом был установлен порядок после- 
довательного соединения ее с другими точками и сих последних между собою. 
Точка 1, как мы видели, есть точка выхода ребра /ё —/’# правой призмы из 
тела левой. Будем рассматривать эту точку 1—1", как точку, получившуюся на 
грани 20 — а'6'!ё' левой призмы. В качестве таковой она может и должна 
быть соединена только с такою точкой, которая образовалась на той же самой 
грани 40 — а’6'0®'” левой же призмы, а если такой точки на этой грани не ока- 
жется, то с ближайшей к ней точкой пересечения одного из ребер той же именно 
грани 40 — а'6'1' левой призмы. В нашем случае мы видим, что упомянутая 
грань 20 — а'0'1 № левой призмы рассекается четвертой вспомогательной пло- 
костью ГУ—ТУ по стороне 10—11 параллелограма 9, 10, 11, 12 в точке, которая 
и должна быть соединена с начальной точкой 1—1” и которая, в свою очередь, 
в силу этого обстоятельства, и будет обозначена цифрой 2—2’. Полученный, 
таким образом, отрезок 1,2—1',2’ представит собою линию выхода грани 
491 — 4'9'#'}' правой призмы из тела левой. Точку 2—2’ мы должны соединить 
< ближайшей к ней точкой на той же самой грани 41 —а''[\%' левой ‘призмы 
и такою, как видно из чертежа, является точка входа ребра 61—6'[Г левой 
призмы в тело правой, на каковом основании эту точку мы и обозначим цифрой 
3—8’. Покончив с гранью 26#— а'6'{' левой призмы, мы переходим к грани 
ей — В'с’т’Г ее и, при внимательном рассмотрении таковой, увидим, что эта, 
грань не рассекается ни одною из шести примененных нами в дело вспомога- 
тельных плоскостей, но что ребро ст — ст’ ее входит в тело иравой призмы 
В точке, которую мы должны будем соединить с точкой 3 —3'’.и обозначить цифрой 
4—4'. Точка 4—4' является второю и последнею точкой, которая образовалась 
на грани дет — 'с'т’Г левой призмы, и поэтому нам теперь необходимо перейти 
на третью (по порядку) грань ас — а’с'тй’ той же левой призмы. Грань эта, 
как легко можно видеть из чертежа, рассекается двумя вспомогательными плоско- 
стями, а именно, плоскостью ГУ —[\У по стороне 9—12 параллелограма 9, 10, 11, 12 
и плоскостью У—\ по стороне 13—16 параллелограма 13, 14, 15, 16. Ближайшею 
К точке 4 —4’ является линия 9—12, на которой лежит точка входа ребра 49—4'9' 
правой призмы в тело левой. Эту точку необходимо соединить с предыдущей 
4—4’ и назвать ее в последовательном порядке точкою 5 —5'. (Очевидно, что 
точку 5—5’ надо соединить с ближайшей к ней и образовавшейся на той же 
трани астй — а’с'т’К’ левой призмы ‘точкой входа в нее ребра #-— {’ правой 
призмы, которую и будет справедливо обозначить цифрой 6—6’. Получившийся 
указанным путем отрезок 5, 6 —5', 6' представит собою линию входа грани 
49 {— 4'9'%'Т правой призмы в тело левой. Кроме точек 4 —4', 5—5' и 6—6, 
на грани астё —ас'т’й’ левой призмы имеется еще только одна‘точка, а именно 
точка выхода ребра с —-с'т’' ее из тела правой призмы. Эту точку мы должны 
соединить с точкой 6 —6’ и обозначить ее цифрой 7—7’. Точка 7—7, как 
‚точка, которую можно рассматривать, как точку, одновременно принадлежащую 
двум граням, а именно граням 467 -— аист и 0ет1 — е'тГ ее, снова выводит 
нас на последнюю из них и, так, как мы уже видели ранее, грань 66 —б'т’с'Р 
левой призмы ни одною из вспомогательных плоскостей не пересекается, то 
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точку 7—7’ необходимо соединить непосредственно с точкой выхода ребра 
Ы— 61 левой призмы из тела правой и обозначить эту точку цифрой 8—8°. 
Таким образом, мы установим последовательный порядок соединения между собою 
всех восьми имеющихся у нас точек и, соединяя теперь точку 8 — 8’ © точкой 
1—1, мы и получим замкнутый контур 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8—1", 2', 3', 4', 5', 6'. 7, 8', 
который представит собою ломаную линию взаимного пересечения обеих призм. 
В данном примере мы имеем дело с явлением частичного пересечения обоих мно- 
гранников, так как в противном случае мы получили бы две отдельных, самостоятель- 
ных замкнутых ломаных линии, из которых одна служила бы ломаной линией входа 
одного многогранника в тело другого, а другая — ломаной линией выхода его 
из такового, в чем мы и будем иметь случай убедиться при решении одной из 
ближайших задач. При соединении между собою отдельных вершин ломаной 
линии, или ломаных линий пересечения обоих многранников, необходимо разли- 
чать видимые и невидимые их части и первые наносить сплошными линиями, 
а вторые — пунктиром. При внимательном отношении к делу разобраться в этом 
вопросе не трудно, так как условие это зависит исключительно только от относи- 
тельного взаимного расположения пересекающихся тел. Так, например, в нашем 
случае, на горизонтальной проекции отрезок 1—2 будет видим, так как он 
лежит на верхней, в плане, обращенной к зрителю грани 95 — а Тй' левой 
призмы, отрезок 2—3 будет не видим, так как, хотя он и лежит на той же самой 
грани упомянутой призмы, но закрыт от зрителя телом правой призмы, на том же 
основании будут невидимы отрезки 3 —4, 4—5, 5—б и 6—7, так как все они 
заслонены от глаза наблюдателя телом левой призмы. Последние два отрезка, 7 — 8 
и 8—1 линии пересечения опять будут видимы, так как, лежа на видимых гранях 
` обоих призм, они ничем не заслонены от нашего глаза. Такими же соображе- 
ниями необходимо руководствоваться и при окончательном вычерчивании видимых 
и невидимых частей отдельных ребер обоих многогранников и тоже наносить 
первые сплошными линиями, а последние — пунктиром. Правильность обозначения 
видимых и невидимых участков линии пересечения и отдельных ребер обеих 
призм на вертикальной их проекции предлагается проверить самим учащимся. 
Вместо вышеизложенного способа установления последовательного соединения 
между собою отдельных вершин ломаной линии перебечения обоих многогран- 
ников, необходимо указать еще и на другой простой прием, безусловно исклю- 
чающий возможность какой-либо при нем ошибки. Второй способ основан на 
предварительном построении развертки боковой поверхности любого из пересе- 
хающихея многогранников. В таком случае поступают так: сперва, указанным 
зыше путем, находят проекции точек пересечения всех отдельных ребер каждого 
из многогранников с боковою поверхностью другого, но при этом никаким образом, 
т.-е. ни цифрами, ни буквами, эти точки не обозначают и их между собою не 
соединяют, а непосредственно за их нахождением строят развертку боковой 
поверхности любого из взаимно пересекающихся многогранников. В нашем случае 
на эпюрах (фиг. 444 и 4145) показано построение развертки боковой поверхности 
левой призмы абет — а’ т. Самый способ построения развертки боковой 
поверхности наклонной призмы уже был нами подробно рассмотрен при решении 
задачи 10-й в предыдущей главе, на эпюре (фиг. 378), так что пояснять его еще 
фаз вет надобности и мы только ограничимся замечанием, что для этой цели, 
левая призма сперва (фиг. 444) была вынесена отдельно, затем повернута так, 
что ребра ее заняли положение, параллельное вертикальной плоскости проекций 
и, наконец, она была рассечена вертикально-проектирующей плоскостью Р’рР, 
перпендикулярной к ее ребрам. Найдя затем действительную величину сечения 
призмы упомянутою плоскостью, в виде треугольника 2,2, мы на эпюре 
(фиг. 445) построим полную ее развертку. Вслед за этим на означенной развертке 
надо нанести все точки, которые в результате взаимного пересечения обоих 
‘многогранников были нами построены на эпюре (фиг. 448). Сделать это не трудно, 
так как из того же чертежа (фиг. 442) ясно видно, что четыре из всех восьми 
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точек, о которых идет речь, & именно точки 8—3’ и 8—8’ и точки 4—4" 
й 7—7’ лежат попарно на ребрах 41—6Т и ст— ст’ призмы, а остальные 
четыре точки 1 —1', 2—2', 5—5’ и 6—6' получилиеь каждая на одной из 
соответствующих прямых 14—15, 10—11, 9 — 12 и 13 —16, по которым грани 
а — 01 и аспё— авт И’ данной призмы были рассечены четвертой 
ТУ — [У и пятой У — У вспомогательными плоскостями. Прежде, чем наносить на 
развертке все восемь нужных нам точки, нанесем на ней упомянутые линии 
пересечения ее граней вспомогательными плоскостями, что делается следующим 
образом: на сторонах аб и ас развернутого периметра основания призмы (фиг. 445) 
откладывают от точки 4 по направлению к точкам би с отрезки а— 14иа—- 10 
на стороне аб и отрезки а—13 и а—9 на стороне ас. Размер этих отрезков 
берут непосредственно с горизонтальной проекции абс основания левой призмы 
на эпюре (фиг. 445), так как призма своим нижним основанием абс — а’0'с' 
стоит на горизонтальной плоскости проекций и, следовательно, как отдельные 
стороны аб, 6с и са его периметра, так и упомянутые отрезки а@— 14, а— 10, 
а—13 иа— 9 на горизонтальной плоскости проекций имеютея в их нату- 
ральную величину. Через полученные, таким образом, на сторонах аб и ас раз- 
вернутого переметра основания призмы точки 14, 10, 13 и9 проводят (фиг 445) 
линии 14—15, 10—11, 9—12 и 18—16, параллельные ребрам развертки. 
На этих последних и на упомянутых параллельных им линиях на гранях 241 
и атс развертки и следует теперь нанести восемь характерных точек пересе- 
чения данной призмы с телом другой. Сделаль это прямо, т.-е. беря отрезки 6 — 3, 
ф— 8, с—4, с—7, 14—1, 10—2, 9—5 и 13—56 непосредетвенно се горизон- 
тальной или вертикальной их проекции — нельзя, так как ни те, ни другие не 
представляют собою их натуральной величины. Для того, чтобы найти действи- 
тельную величину каждого из перечисленных отрезков, прибегают к следующему 
приему: мы знаем, что у такой призмы, у которой верхнее ее основание парал- 
лельно нижнему — все ее ребра будут одинаковы по длине, точно также одина- 
‚кового размера, равного длине ребер призмы, будут и упомянутые линии сечения 
их граней вспомогательными плоскостями, так как они предетавят собою отрезки 
параллельных между параллельными (т.-е. между параллельными сторонами 
верхнего и нижнего оснований). На этом основании, путем вращения вокруг оси, 
перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций и проходящей через 
какую-либо из вершин верхнего или нижнего основания призмы, безразлично, 
мы приводим какое-нибудь одно из ее ребер в положение, параллельное верти- 
кальной плоскости проекций. В нашем случае мы вращали (фиг. 445) ребро 
ай — ай левой призмы вокруг оси, ‘проходящей через вершину а— а’ нижнего 
основания до тех пор, пока горизонтальная его проекция ай не заняла нового 
положения ай, параллельного оси проекций. 


Передвижению точки # по дуге круга в точку # соответствует пере- 
движение точки й’ в точку №, по траектории параллельной оси проекций. 
Соединяя между собою точки а’и й'’, мы получим отрезок а’—й„, т.-е. верти- 


кальную проекцию данного ребра призмы в его новом положении, параллельном 
вертикальной плоскости проекций. Очевидно, что отрезок а’ —^/ представит собою 


натуральную величину, как всех ребер левой призмы, так ь действительную 
величину, всех параллельных им линий пересечения ее граней вспомогательными. 
плоскостями. 


На этом основании, если мы теперь линиями; параллельными оси проекций, 
вынесем на новую вертикальную проекцию а—й’ означенного ребра верти- 


кальные проекции всех восьми рассматриваемых точек пересечения, то в виде 
отрезков ч ве. а, а’ 0 Иа '—4, мы получим действительную величину 
тех отрезков, которые в результате взаимного пересечения обоих многогранников` 
образовались на ребрах 01 —6'Г и ст — ‘т’ левой призмы, а потроваВ а — 1’, 
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а —2,, а —5’ иа’— 6, дадут точное указание на действительное местонахо- 
ждение остальных четырех вершин ломаной линии пересечения многогранников 
на линиях, параллельных ребрам левой призмы, по которым грани 90% и астк 
ее рассечены вспомогательными плоскостями ТУ —1У и У— У. Теперь все упо- 


мянутые отрезки а’— 8, а’ —3,... и т. д. вплоть до последнего а’ —6, мы 


нанесем (фиг. 445) на соответотвующих ребрах и линиях, ‘им параллельных, раз- 
вертки данной призмы и, таким образом, получим на ней все восемь искомых 
вершин ломаной линии пересечения. Однако, прежде, чем соединять их между 
собою в том или ином порядке, вопомним, что мы ведь и предприняли все 
описанное обходное вспомогательное построение для того, чтобы указать второй 
безошибочный способ установления порядка последовательного соединения между 
собою упомянутых точек. Вепомним также, что, приступая к изложению этого 
второго способа, мы остановились на том моменте общего построения, когда на 
фиг. 442 были получены проекции всех восьми точек пересечения, но еще не 
был установлен последовательный порядок их соединения 
и что они не были ни занумерованы, ни обозначены какими- 
либо определенными буквами алфавита. Если мы до сих пор и поль- 
зовались нумерацией упомянутых точек, уставовленной первым ©п0собом, то это 
делалось исключительно с целью более понятного разъяснения нового способа. 
Теперь же допустим, что мы имеем на эпюре (фиг. 442) только проекции восьми 
точек пересечения, не обозначенных какими-либо цифрами и не соединенных 
между собою в один общий замкнутый контур ломаной линии пересечения данных 
многогранников, а на эпюре (фиг. 445) — развертку левой призмы, с нанесенными 
на ней теми же восемью характерными и то же не занумерованными точками, 


Порядок их нумераци мы установим теперь. Начать проставлять цифры или 
буквы можно © любой точки (в этом не трудно убедиться), но ради большей 
систематичности начнем с крайней левой точки, которая лежит (фиг. 445) на 
линии 14 — 15 грани аб развертки. Обозначив эту точку цифрой 1, перейдем 
к ближайшей вправо линии 10—11 развертки, с имеющейся на ней одною 
точкой, которую мы и обозначим цифрой 2 и соединим с точкой 1. Идя в том же 
направлении дальше, мы встречаем правее линии 10—11 ребро 641, которое, как 
вилно из чертежа, рассечено в двух точках. ‘Точку 2 следует соединить непре- 
менно с нижней точкой, расположенной на ребре 61, ‘т.-е. с точкой входа егд® 
°в тело правой призмы, а. не с другою точкой на том же ребре, которая, как мы: 
видели, играет роль точки выхода упомянутого ребра из тела правой призмы. 
Соображение это вполне правильно, потому что если бы точку 2 мы соединили 
не с нижней, а с верхней, из двух имеющихся на ребре 6/ точек, и затем эту 
последнюю соединили с любою из точек, имеющихся на ребре си развертки, то. 
увидели бы, что в конечном результате нижняя точка на ребре 61 оказалась бы 
не входящей в число восьми вершин замкнутой ломаной линии пересечения. 
обоих многогранников. На этом основании нижнюю точку на ребре. 61 мы соединим 
© точкой 2 и назовем ее 3, по порядку. По той же причине, точку 3 надо соеди- 
нить с нижней из двух точек, имеющихся на ребре ст, и назвать ее точкой 4. 
Точку 4 необходимо соединить с единственной точкой на ближайшей вправо от 
ребра ст линии 9 — 12 и обозначить эту точку цифрой 5. От точки 5 обяза- 
тельным является переход к точке 6 на ближайшей вправо линии 13—16, 
а затем, так как ребро ай не пересекается и на нем не имеется ни одной точки, 
точку 6 придется соединить непосредственно с верхней точкой. на ребре ст, 
называя ее 7 по порядку, точку 7 соединим с верхней точкой на ребре 61, т.-е. 
с 8, по порядку, точкой выхода этого ребра левой призмы из тела правой, после’ 
чего останется только соединить точку 8 с точкой 1 на линии 14—15, от 
которой и была начата указанным › путем законченная нумерация отдельных 
точек. Теперь эту нумерацию с развертки переносят на проекции соответствую- 
щих ребер и прямых, им параллельных, основной эпюры (фиг. 442) и затем 
о 
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соединяют упомянутые точки в строго установленном порядке прямыми линиями, 
при вычерчивании которых, опять руководствуются приведенными выше сообра- 
жениями о видимости и невидимости таковых на обеих проекциях пересечения 
рассматриваемых многогранников. При сколько-нибудь внимательном отношении 
к делу, возможность каких-либо ошибок, в порядке соединения между собою 
означенных точек, при пользовании для этой цели только что изложенным вторым 
способом, очевидно, совершенно устраняется. В настоящем примере мы имели 
случай, так называемого, частичного пересечения, вследствие чего на развертке 
(фиг. 445) получился только один замкнутый контур, который предетавляет 
собою вырезку, образовавшуюся на боковой поверхности левой призмы в резуль- 
тате взаимного пересечения обоих многогранников. В дальнейшем мы будем иметь 
‘случай встретиться и с примерами полного внутреннего пересечения, при котором 
одно из взаимно пересекающихся тел оказывается разрезанным на две неравных 
по величине части, & второе, как бы насквозь пронзенное первым, получает на 
его развертке два отдельных замкнутых контура, которые представляют собою 
ломаные линии входа одного многогранника в другой и выхода одного геоме- 
трического тела из другого. Ради большей наглядности конечных результатов 
решения настоящей задачи, на эпюре (фиг. 446), левая призма изображена в ее 
разомкнутом от правой виде, блатодаря чему, по чертежу, можно составить ясное 
понятие о той выемке или вырезке, которая в результате взаимного пересечения 
данных призм, получилась в теле левой призмы. С тою же целью на эпюре 
(фиг. 447) построено, так называемое, „ядро“ взаимного пересечения обеих рас- 
сматриваемых призм, в виде неправильного шестигранника, одновременно при- 
надлежащего телам обоих многранников. 

Залача 2-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
наклонных трехгранных призмы и пирамиды и развертки 
последнейиз них. 

Очевилно, что настоящая залача представляет собою полную аналогию 
с задачей 33 предыдущей главы, с тою только разницей, что здесь нам придется 
решить ее в более широком масштабе. Там на эпюре (фиг. 430), мы находим 
проекции точек встречи одной только, произвольным образом заданной, прямой 
24— р'4’ с боковою поверхностью трехгранной пирамиды 4665 — а’6'с'5', а в дан- 
ном случае, нам придется (фиг. 448) искать проекции предполагаемых точек 
встречи каждого из трех ребер призмы Е ттор — Рти’о’р’ св боковою поверх- 
ностью пирамиды а6еб— а’0'с'5" и каждого из трех ребер сей последней — 
с боковою поверхностью призмы. Понятно, что при решении этой задачи нам 
необходимо прибегнуть к уже достаточно выясненному методу проведения через 
каждое из ребер обоих многогранников по вспомогательной плоскости, которые 
все должны будут обладать одними и теми же, для данного случая наиболее 
подходящими, свойствами. Свойства эти можно формулировать так: необходимо, 
чтобы плоскость, проводимая нами через любое из ребер призмы, при этом непре- 
менно проходила бы и через вершину пирамиды, для того, чтобы, в том случае, 
если означенная плоскость, по отношению к пирамиде явится секущей, сечение 
ее таковою имело бы вид треугольника, структура которого нам заранее известна; 
точнотакже, вспомогательное плоскости, проводимые через каждое из ребер пирамиды 
опять-таки для того, чтобы, если подобная плоскость, по отношению в призме, 
окажется секущей, сечение ее таковой получалось в виде параллелограма, очертание 
и построение которого нам тоже заранее известно, должна быть параллельна ребрам 
таковой. Для того, чтобы вспомогательные плоскости, которые, мы в последовательном 
порядке будем проводить через каждое из ребер обоих многогранников, отвечали обоим 
вышеупомянутым требованиям, поступают следующим образом: через вершину 9 
пирамиды проводят линию 6— 5'%', параллельную ребрам призмы, и затем все 
вепомогательные плоскости, которые как было сказано выше, необходимо провести 
через каждое из ребер обоих многогранников, проводат при этом одновременно, 
непременно и через линию 6 — 6'7'. Вполне понятно, что, при соблюдении этого 
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‘последнего условия, плоскость, проводимая, например, через какое-либо из ребер 
призмы и через прямую 55—5'2', им параллельную, будет и параллельна 
ребрам призмы и пройдет при этом через вершину пирамиды. После. таких пред- 
варительных разъяснений, приступим к выполнению построения. Чтобы провести 
первую вспомогателеную плоскость ©, —Т через ребро тр — и’р’ призмы и через 


линию 5—6 надо горизонтальный след С — 1 этой плоскости провести 
о 


через горизонтальные следы упомянутого ребра и — т'р, и линии Жо, 
Вертикального следа подобных плоскостей можно не строить, так как они, как 
и в предыдущей задаче, активной роли играть не будет. Горизонтальным следом 
ребра тр — тр’ призмы служит вершина 7% нижнего основания призмы, а гори- 
зонтальным следом линии би— б'и является точка О. На этом основании, 


линия С, — 1, соединяющая точки т и С, и будет горизонтальным следом первой 
вспомогательной плоскости. Горизонтальный след СТ этой плоскости, как видно 


‘из чертежа, не затрагивает основания пирамиды, что служит непосредственным 
‘указанием на то обстоятельство, что, в результате взаимного пересечения обоих 
многогранников, ребро яр—"р’ призмы сохранит свою первоначальную целость, 
т.-е. с телом пирамиды не пересечется. Для проведения второй вспомогательной 
плоскости через ребро ‹5—с'6' пирамиды и через линию 52—65’ мы соединим между 
с0бою точки с и О, и увидим при этом, что горизонтальный след П — С, этой плоско- 


сти рассечет основание призмы по отрезков #—9, а самоё призму—по параллелограму 
9 —@1и'0' при чем сторона 19 —9'4' этого параллелограма лежит на грани 
три — ®тур’п' призмы, а сторона ди — 9’и его на грани юрт — Го'р’т ве. Оче- 
видно, что ребро с8 — в'5' пирамиды и параллелограм 2#49 — 19’ сечения призмы 
будут заключены в одной и той же общей для них, второй вспомогательной 
плоскости и что ребро с —с'5’ пирамиды, следовательно, пересечет призму 
в двух точках 4—4' и 7—7, на обоих упомянутых гранях ее. Первая из этих 
точек, т.-е. точка 4 — 4’, будет служить точкой входа ребра 5с — 6'с' пирамиды 
в тело призмы, а вторая — т.-е. точка 7—7’ точкой выхода его из тела 
таковой. Горизонтальный след Ш — С, третьей вспомогательной плоскости, которую 
мы проведем через ребро би — &'”' призмы и через линию 6—6’, соединяя 
между собой точки С, и К, рассечет основание пирамиды по отрезку —е, 
а саму пирамиду — по треугольнику /5е—/5'е'. Сторона {5 — Г 9’ этого треуголь- 
ника, как видно из чертежа, образовалась на грани $5 —6'5'с' пирамиды, 
а сторона еб——е'5' его— на грани абс — а'5'с таковой. Опять-таки вполне оче- 
видно, что теперь ребро 2% — №’ призмы и треугольник /5е —/'5'е’ сечения 
пирамиды лежат в одной, общей для них, третьей вспомогательной плоскости С, — 
Отсюда следует, что ребро ий — ий’ призмы пересекает пирамиду в двух точках: 
5—5' и 3—3, из которых первая, лежа на грани 456 — а’5'е'’ пирамиды, пред- 
ставит собою точку входа упомянутого ребра призмы в тело пирамиды, а вто- 
рая —3—8'— на грани 65 —6'5'с' ее — точку выхода данного ребра из тела 
пирамиды. Четвертая вспомогательная плоскость С, —ТУ, тем же путем проводи- 
мая через ребро 69 — 5'5' пирамиды и через линию 57 — б'я', рассечет призму 
‘по параллелограму 742 —'4'/'2' и установит пересечение данного ребра пира- 
миды © телом призмы в ‘точках 2—2’ и 8—8' на гранях #10п — Го’ 
и юрт —ю'р'ть ее. Пятая вспомогательная плоскость С, — У, будучи проведена, 
через линию 62—65 и через ребро ю — Го’ призмы, рассечет пирамиду 
по треугольнику 06 —%'5'%' и даст точки 6 —6'’ и 1—1 пересечения озна- 
ченного ребра призмы © телом пирамиды, на гранях а6е—а’5'0' и а50—а'9'0' 
таковой и, наконец, последняя, шестая вспомогательная плоскость О, — УТ, про- 
веденная через ребро а5— а'5' пирамиды и через линию 52 —5'2’ и, на своем 
протяжении, не затрагивающая основания призмы, будет свидетельствовать о том, 
что в результате взаимного пересечения рассматриваемых многогранников, ребро 
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а5— а'5’ сохранится в его неприкосновенном виде, т.-е. с телом призмы — не 
пересечется. Таким образом, как бы проанализировав, с теометрической точки. 
зрения, положение каждого из ребер обоих многогранников, мы видим, что как у пира- 
миды, так и у призмы пересекаются только по два ребра, а по одному ребру— 
сохранятся в целом виде, из чего можно заключить, что и в настоящей задаче, 
мы имеем дело тоже со случаем частичного пересечения данных тел. Порядок. 
последовательного соединения между собой отдельных вершин ломаной линии’ 
пересечения может быть установлен любым из обоих, поясненных на предыдущем 
примере, способов. Так как второй, более простой из них— связан с необходи- 
мостью построения развертки одного из взаимно-пересекающихся многогранников- 
и при этом гарантирует безошибочный конечный результат, то мы ниже, еще- 
раз, подробно рассмотрим второй способ установления упомянутого порядка, в связи 
© построением развертки пирамиды. Пастроение развертки как целой, так и усечен- 
ной пирамиды не представляет собою для нас чего-либо нового, мы уже имели. 
случай детально с ним ознакомиться на задачах 16, 17, 13 и 19 предыдущей главы. 
Поэтому, построив теперь уже известным нам способом развертку пирамиды 
а6сб — а'6'с'5', мы должны будем (фиг. 449)на отдельных развернутых гранях 
ее нанести те линии, по которым они были рассечены соответствующими вепо- 
могательными плоскостями. Для этого, на сторонах аб, бе и са развернутого 
периметра основания пирамиды, от точек а, фи с по направлению к точкам 
6, си а отложим отрезки а, 61, се и сш, которые возьмем непосредственно 
с горизонтальной проекции основания пирамиды (фиг. 448). Полученные таким 
образом, на сторонах развернутого периметра основания пирамиды точки 9, ре 
и ш (фиг. 449), мы соединим с вершиной 5 развертки и построим линии 
9, 15, еб и юб сечения отдельных граней пирамиды вспомогательными плоско- 
стями С, — Пи С, —У. Из основной эпюры (фиг. 448) мы видим, что 


на каждой из упомянутых линий имеется по одной точке сечения, а на ребрах 
5 и сб пирамиды — по две подобных точки, которые теперь и слелует нанести 
на развертке ее. Для того, чтобы эти точки нанести на развертке, необходимо 
предварительно найти действительную величину тех отрезков, на которые они 
рассекают и ребра 05 и с5 пирамиды и упомянутые линии сечения ее граней. 
Действительная величина всех ребер пирамиды нами уже была определена при 
построении ее развертки, поэтому теперь тем же способом, т.-е. путем вращения. 
их вокруг высоты бу — 5’/’ пирамиды, мы приведем линии 60, 5, бе и бо 
в положение, параллельное вертикальной ‘плоскости проекций. После этого. 
на вертикальные проекции 6„5’ и с’5’ ребер пирамиды в их новом поло- 
жении и на новые вертикальные проекции 0,'5', {'5', е'б' и ш 5’ упомянутых 
линий, прямыми, параллельными оси проекций, перенесем вертикальные проекции 
соответствующих точек пересечения. Полученные на них, таким путем; отрезки 
И Ва, О, > в, —1, е’—5, ИФ — 6, и пред- 
ставят собою искомую действительную величину таковых. Отложив эти отрезки. 
на соответствующих ребрах и линиях пересечения отдельных граней на развертке, . 
мы получим на таковой восемь характерных точек пересечения, после чего,. 
останется только соединять их между собою в последовательном порядке, подробно 
указанном на предыдущем примере. Так как ребро ба пирамиды, в результате 
взаимного пересечения рассматриваемых многогранников, сохранилось в непри- 
восновенном виде, то начнем нумерацию с линии 06 развертки и обозначим, . 
расположенную на ней точку цифрой Т, точкой П будет нижняя точка на ребре 
55, точка Ш поместится на ближайшей к ребру 25 линии №, точка Г — будет 
нижней точкой на ребре сб, точки У и УГ будут нанесены на линиях еб и 15, 
а точки УП и УШ представят собою верхние точки на ребрах сб 65 развертки. 
Соединив между собою все перечисленные точки, мы получим на развертке 
пирамиды замкнутый контур той вырезки, которая образовалась на ее боковой 
поверхности, в результате взаимного пересечения обоих многогранников. Пере-- 
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нести, полученную ‘указанным путем нумерацию на соответствующие ребра 
‘и линии пересечения отдельных граней на основную эпюру (фиг. 448) и соеди- 
нить ‘упомянутые точки, в указанном порядке, сплошными или пунктирными 
линиями, в зависимости от того, будут ли последние видимы или невидимы, 
не представит особого труда"). : : 

Задача 3-я. Построить проекции взаимного пересечния двух 
трехгранных пирамид и сделать развертки каждой ИЗ НИХ. 

После детального рассмотрения обоих предыдущих примеров, способ реше- 
ния настоящей задачи на взаимное пересечение двух пирамид напрашивается 
‹ам собою. Понятно, что вспомогательные илоскости, которые, в данном случае 
(фиг. 450), нам придется в последовательном порядке проводить через каждое 
из ребер каждой пирамиды, должны будут при этом непременно прохо- 
дить и через вершину лругой из них. Только плоскости, удовлетворяющие этому 
условию, заключающие в себе любое из ребер одной пирамиды, рассекут при 
этом другую — по, известного нам вида, треугольнику. Для того, чтобы построить 
‘такого рода плоскости, мы прибегнем к следующему приему: соединим между 
собою вершины 9—5 ио—#” обеих пирамид и нужные нам вепомогательные 
плоскости будем проводить через каждое из ребер обеих пирамид и вместе с тем 
каждый раз и через указанный выше отрезок би —©и, соединяющий их вер- 
шины. Приступая к проведению подобной вспомогательной плоскости через 
наиболее удаленное от вертикальной плоскости проекций, ребро 45 — а'5' левой 
пирамиды, необходимо предварительно найти точку С, — горизонтальный след 
упомянутого отрезка би — 5", и затем уже горизонтальный след 1— С, первой 
вспомогательной плоскости провести через горизонтальный следа данного. ребра 
и через точку С. Горизонтальный след 1—0, этой плоскости, как видно 


из чертежа, не пересечет основания / правой пирамиды, что и будет служить 
доказательством того, что в результате взаимного пересечения обоих пирамид, 
ребро а’ — а'5' левой пирамиды сохранится в целом виде. Вторая, построенная, 
тем же путем, вспомогательная плоскость И— С, будучи проведена через ребро 
75 —7' правой пирамиды, рассечет левую по треугольнику #бу—2' 6’ и дает 
две точки пересечения упомянутого ребра 75—'%’ правой пирамиды с гранями 
456 —а'5'6'’ и а66— а'5'с' левой. Третья вепомогательная плоскость, проходя 
‘через ребро сб-—с'б' левой пирамиды, рассечет правую — по треугольнику 
р0а—1'0'4’, образуя точки пересечения упомянутого ребра 5—5 левой 
пирамиды с гранями #51 — 1"! и у—[%'" правой. Четвертая вспомогательная 
паоскость ГУ — С, проходя через ребро йь —#% правой пирамиды, дает ука- 
зание на точки пересечения ого с гранями 456 —а'5'0' и еб —с©'5'0' левой 
и, наконец, последняя, пятая по порядку, вепомогательная плоскость У— С, будучи 
проведена через ребро № — {%' правой пирамиды, заслуживает, в данном случае, 
особого внимания. Особенность этой плоскости заключается в том, что при про-. 
ведении ее через ребро №5’ правой пирамиды горизонтальный след \ — С. 
таковой не рассекает основания левой, —а только проходит через гори- 
зонтальный след 0 ребра 81—67 левой пирамиды. Это обстоятельство 
служит указанием на 10, что пятая вспомогательная плоскость У— С, будучи 
проведена через ребро Го — №' правой пирамиды, или, другими словами, всецело 
‚его в себе заключая, по отношению к другой, левой пирамиде, является не секу- 
щей, а касательной и касательной, как раз по ребру 65—65" таковой, так 
как она проходит и через вершину А—5” левой пирамиды и через горизонталь- 
ный след. 6 упомянутого ребра, т.+е. стало быть по всей его длине. Отсюда можно 
заключить, что ребра 12—!%' правой и 65 —6'5' левой пирамид лежат в одной 


1) В качестве самостоятельного упражнения, учащимея рекомендуется вычертить 
любой из данных многогранников, в разомкнутом один от другого — положении и построить 
ядро их ‘взаимного пересечения, в виде неправильного шестигранника. 
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и той же общей для них, пятой вспомогательной плоскости У— С, и, что они: 


пересекаются одно с другим в одной только точке. Последовательность соединения 
между собою отдельных точек пересечения установлена, уже известным нам епо- 
собом, который нет надобности повторять еще раз на эпюре (фиг. 451), изобра- 
жающей собою развертку левой пирамиды. Здесь мы встречаемся с оригинальным 
случаем полного внутреннего пересечения данных пирамид, вследствие чего- 
на фиг. 451 мы имеем две замкнутых, хотя и соприкасающихся одна ‘с другой, 
ломаных линии пересечения обоих пирамид, а именно: треугольние Е 
`входа правой пирамиды в тело левой и пятиугольник ШТ, Ту, \, УБУП выхода 
ее из тела таковой. Развертка правой пирамиды (фиг. 452) дает полное подтвер- 
ждение сделанного заключения, так как мы видим, что на упомянутом чертеже, 
все три ребра правой пирамиды оказываются рассеченными, а именно: ребра Аи 
и 70 ее— в двух точках каждое, а ребро № — только в одной точке ТЫ, что 
обусловлено случайным относительным расположением обеих пирамид, при котором 
имеет место взаимное пересечение обоих упомянутых ребр, а две прямые линии,. 
как известно, могут пересечься только в одной точке. 

Задача 4-ая. Построение проекций пересечения прямой трех- 
транной призмы с трехгранной же наклонной пирамидой и раз- 
верток обоих геометрических тел. 

Вполне понятно, что настоящая задача представляет собою почти полную` 
аналогию с рассмотренной выше задачей 2. Разница будет заключаться только 
в том, что там была дана наклонная призма, а здесь мы имеем призму пря- 
мую. Так как вспомогательные плоскости, которые мы будем, между прочим,. 
проводить через каждое из ребер пирамиды, должны будут быть при этом парал- 
дельны ребрам данной призмы, то и ©10с0б построения подобных плоскостей, 
очевидно, останется тот же, которым мы пользовались выше. Лля этой цели надо 
будет через вершину з$—5’ пирамиды провести линию, параллельную ребрам 
призмы, и затем, все вспомогательные плоскости проводить в последовательном 
порядке через каждое из ребер обоих многогранников и через означенную линию. 
Так как в данном случае мы имеем дело с прямой призмой, то линия, прово- 
димая параллельно ребрам таковой, будет перпендикулярна к горизонтальной: 
плоскости проекций, и ее горизонтальный след совпадет с горизонтальной про- 
екцией 5 вершины пирамиды. На этом основании, желая (фиг. 458) провести 
первую вспомогательную плоскость через ребро [0— о’ призмы и через линию 
бу—5'’ ему параллельную, мы должны будем провести горизонтальный след, 
Т_9 этой плоскости через горизонтальный след Г упомянутого ребра и через. 
торизонтальный след 5 означенной линии. Вполне понятно, что все вепомога- 
тельные плоскости, которыми мы будем пользоваться для решения настоящей. 
задачи, будут в данном случае плоскостями горизонтально-проектирующими.. 
Направление горизонтальных следов 1—6 и У[—5 первой и последней вепо-- 
могательных плоскостей свидетельствует о том, что ребра 0 —[0’ и тт 
призмы, в результате взаимного пересечения обоих многогранников, сохранят’ 
свою первоначальную целость, т.-е. с телом пирамиды не пересекутся. В этом. 
нетрудно убедиться, даже при первом взгляде на горизонтальную проекцию 
расематриваемых многогранников; ребра ю— Го’ и тр—т’ призмы, будучи 
перпендикулярны к горизонтальной плоскости проекций, лежат вне тела пира- 
милы. На этом основании плоскости Г — Зи УГ — 5 можно было бы и не про- 
водить и, если, тем не менее, горизонтальные следы их все-таки построены, 
то это сделано исключительно с целью придания большей наглядности и систе- 
матичности всему построению. Вторая вспомогательная плоскость И—5, будучи 
проведена через ребро 0 —0'5’ пирамиды и линию Эу— 6'у’, рассечет призму 
по прямоугольнику 1, 2, 3, 4—1', 2, 3, 4’ и даст две точки пересечения упо- 
мянутого ребра пирамиды © гранями пор п’о1 и орт—Го’р’т призмы. 
Третья вспомогательная плоскость ПТ—5, проходя через ребро ` би — Ёп 
призмы, рассекает пирамиду по треугольнику 556 —5'56’ и опрделяет две точки. 
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пересечения означенного ребра призмы с гранями 0зе —'5’с’и 63а — 6/5’ пира- 
миды. Четвертая вспомогательная плоскость Г’ —©, проведенная через ребро 
а8—а'5’ пирамиды, рассекает призму по прямоугольнику 7, 8, 9, 10—17”, 8', 9', 107 
и дает точки входа и выхода этого ребра пирамиды в тело призмы и выхода 
его из такового на гранях бирт — ат’ и орт —Го'’р’т' ее. Наконец, пятая 
плоскость У—, проходя через ребро сб—с'5' пирамиды и рассекая призму 
по прямоугольнику 11, 12, 13, 14—11', 12', 18’, 14', устанавливает точки пересе- 
чения этого ребра с теми же гранями призмы. Таким образом, плоскости П—5, 
У —ЗиУ— б дают явное указание на то обстоятельство, что все три ребра пира- 
миды пересекаются с телом призмы и что, в данном случае, мы имеем характерный 
пример полного внутреннего пересечения. Справедливость этого факта безусловно 
подтверждается развертками обоих многогранников. На развернутой боковой 
поверхности призмы (фиг. 454) мы видим три отдельных замкнутых контура, 
из которых первый ТП, Ш, ТУ, У предоставляет себою ломаную линию входа 
пирамиды в тело призмы, а второй УТ, УП, УП -ломаную линию выхода ее 
из тела таковой. Развертка пирамиды (фиг. 455) убеждает нас в том, что эта 
последняя, пронзив призму, сама рассеклась на две неодинаковых, по внешнему 
виду и размерам, отдельных части. Построение разверток взаимно пересекаю- 
щихся пирамиды и призмы было так подробно изложено в одной из предыду- 
щих задач, что в данном случае, оно вполне понятно из чертежа. На том же 
основании, здесь не приводится еще раз, описание способа установления порядка 
нумерации и соединения между собою отдельных точек пересечения обоих много- 
гранников. Определить видимые и невидимые стороны контуров пересечения, 
в данном случае, особенно нетрудно. 

Задача 5-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
прямой трехгранной призмы с трехгранной же наклонной пира- 
мидой и разверток обоих геометрических тел. 

По их формулировке, тексты настоящей и предыдущей задач звучат дословно 
одинаково, но одного взгляда на эпюру (фиг. 456) достаточно для того, чтобы 
убедиться, что в данном случае мы имеем дело с несколько иного рода взаим- 
ным пересечением подобных же многогранников. Характерным отличием настоя- 
шей задачи от предыдушей и некоторою ее особенностью будет служить еще 
не встречавшеёея нам до сих пор такое относительное расположение обоих 
многогранников, при котором и основания их входят в общую зону пересечения 
таковых. Понятно, что способ решения этой задачи, останется один и тот же. 
Заранее можно сказать, что все три ребра прямой призмы останутся незатрону- 
тыми телом пирамиды, т.-е. что они с нею не пересекутся. Все они, как видно 
из чертежа, лежат вне тела пирамиды. В том, что ребра ю—То’и тр—т р’ 
призмы не пересекаются с телом пирамиды, нае убеждает еще и тот факт, что 
горизонтальные следы 1-6 и \1Т—56, проведенных через них вепомогательных 
плоскостей, не пересекают основания абс пирамиды. Хотя четвертая, по порядку, 
вспомогательная плоскость Г”—&, проводимая нами через ребро Хи—й'”' призмы, 
и рассекает пирамиду по треугольнику еб /—е'5'/', но одноименные проекции 
упомянутого ребра и означенного треугольника между собою не пересекаются, 
следовалельно и само ребро Аи—й'"' призмы с телом пирамиды тоже не пере- 
секается. Вторая П-—5 и пятая \—5 вспомогательные плоскости, проводимые 
нами через ребра 65—6'5' и с9—©'5' пирамиды, рассекут призму, каждая по 
соответствующему прямоугольнику, благодаря чему мы обычным путем найдем 
по две точки пересечения упомянутых ребер пирамиды © гранями /70-—'79'0'Г, 
ирт—т т и юрт —Го'р'т, призмы. Третья же вспомогательная плоскость 
ПГ, будучи проведена через ребро аб—а,5' пирамиды, даст нам возможность 
определить только точку УТ—УТГ входа упомянутого ребра пирамиды в грань 
кто-то’ призмы. Точки выхода этого ребра пирамиды из тела призмы 
на противоположной грани орт— Го’ ее, указанным способом мы не найдем, 
так как вертикальная проекция правой стороны того прямоугольника, но кото 
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торому плоскость 1—5 рассекает призму, образовавшаяся на грани (орт-—Ро'р'иь 
ее, не пересекается с вертикальной проекцией а’5" упомянутого ребра пирамиды. 
Обе означенные линии пересеклись бы в точке $, если бы призма обладала 
большей высотой. Таким образом мы приходим к заключению, что точку выхода 
ребра аб—а'5' пирамиды из тела призмы следует искать не на грани [юрт— 
Го’р’и’ сей последней, а на верхнем основании пор—#'о'р’ её. Действительно, 
всматриваясь внимательнее в вертикальную проекцию данных многогранников 
(фиг. 456), мы заметим, что верхнее основание призмы пересекается с телом 
пирамиды и поэтому, чтобы определить контур этого сечения, который, очевидно 
представляет собою некоторую часть ломаной линии выхода пирамиды из тела, 
призмы, мы проведем плоскость Р’—Р’ через верхнее основание яор—я’о’р’, 
которая будет параллельна горизонтальной плоскости проекций, и в силу этого 
обстоятельства рассечет пирамиду по треугольнику 1,4%, У—1', ®, и’, стороны 
7—1, х%, хуУ—У и 1,1 которого будут соответственно параллельны 
сторонам а6—а'6', 6е—Ъ'с' и са—с'а’ основания пирамиды. Точка 1—1' и будет 
искомой точкой выхода ребра аб—а’б’ пирамиды из тела призмы. (Нумерацию 
мы берем в том же порядке, который установлен на развертке пирамиды 
(фиг. 457) и который ниже будет детально пояснен). Так как верхнее основание 
р—п’Гу’ призмы и упомянутое сечение пирамиды, в виде треугольника 1, х, у,/— 
т, я, у’ лежат в общей для них обоих плоскости Р'— Р’, то очевидно, что точки 
2—2 и5—5' пересечения сторон 1/—1'/’ и 12—12’ означенного треуголь- 
ника со стороною ор—о’р’ верхнего основания призмы тоже войдут в общее 
число вершин замкнутой ломанной линии выхода пирамиды из тела призмы. 
Чтобы точно фиксировать положение этих точек на гранях абе—а’5'с' и аб6— 
а5'Ъ' пирамиды, мы соединим их с вершиной 5 пирамиды (см. горизонтальную 
проекцию (фиг. 456) и продолжим отрезки 5—2 и 3—5 до пересечения их 
в точках ий со сторонами ас и аб основания пирамиды. Теперь отметим 
то обстоятельство, что нижнее основание т призмы и основание ас пира- 
миды, будучи оба расположены на горизонтальной плоскости проекций, тоже 
пересекаются одно с другим и именно таким образом, что каждое из них, 
в конечном результате, оказывается разрезанным на три неравных между собою 
части, из которых две представляют собою неправильные четырехугольники, 
а третья—неправильный же треугольник. Не станем пока обозначать упомяну- 
тый контур какими-либо определенными цифрами, которые могли бы показаться 
несколько искусственными, а сразу перейдем к построению развертки пирамиды 
и к нанесению, уже на ней, строгой нумерации отдельных точек взаимного пере- 
сечения обоих многогранников. Построив (фиг. 457), давно известным нам спо- 
вобом, развертку пирамиды в ее первоначальном, норассеченном виде, нанесем 
на гранях абе—а5'с’ и а5—а'5'0' ее линии 45 и 15; на которых должны 
лежать точки пересечения этих ее граней со стороною ор верхнего основания 
призмы и затем на подготовленной таким путем развертке пирамиды наметим 
и занумеруем все отдельные вершины ломаных линий входа одного многогран- 
ника в другой и выхода первого из тела второго, которых, в данном случае, 
должно быть всего двенадцать; из того числа—6 точек на трех ребрах. пира- 
миды, 2 точки на гранях 466 и а06 ее и по 2 точки на сторонах аси 6 
основания таковой. Начнем с ребра аб и примем верхнюю точку его пересечения 
за точку 1. На грани а6бс пирамиды у нас имеется линия ©@, на которой, 
очевидно, должна будет находиться точка 2. О нахождении действительной вели- 
чины тех отрезков, на которые упомянутые точки разрезают отдельные ребра 
пирамиды и линии пересечения их граней вспомогательными плоскостями, так 
много и так подробно было сказано при решении предыдущих задач, что к пов- 
торным разъяенениям по этому поводу мы находим возможным не возвращаться, 
тем более, что все вспомогательные, сюда относящиеся, добавочные построения 
ясно указаны на основной эпюре (фиг. 456). Точку 2. необходимо соединить 
с верхней точкой на ребре бе, которая, следовательно, и будет точкой 3, отсюда, 
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‘перейдем к верхней точке 4 сечения ребра 56, эту последнюю соединим с точ. 
кой 5 на линии 15, а точку 5— опять с точкой 1 на ребре а9. Таким образом 
мы видим, что ломаный контур 1, 2, 3, 4, 5 представляет собою развернутую 
линию выхода пирамиды из тела призмы. Точкой 6 будет служить нижняя точка 
пересечения ребра а5, т.-е. точка входа этого ребра пирамиды в тело призмы. 
Точку 6 можно соединить только с нижней точкой 7 на ребре 65 пирамиды, 
но соединять затем точку 7 непосредственно © нижней точкой пересечения 
ребра сб-—нельзя, а необходимо, предварительно, учесть то обстоятельство, что 
сторона 6с основания пирамилы пересекается стороною # нижнего основания 
призмы в определенной точке (см. горизонтальную проекцию [фиг. 456]). Построим 
эту точку на стороне 66 развернутого основания пирамиды (фиг. 457) и, обозна-` 
чив ее цифрой 8, соединим таковую с точкой 7. Затем от точки 8, вдоль по 
той же стороне 0с развернутого основания пирамиды (фиг. 457), надо отложить 
отрезок 8—9, который на ней образуется между рассекающими ее сторонами 
М и п нижнего основания призмы, и точку 9 соединить с нижней точкой 10 
сечения ребра сб пирамиды. Точку 10 тоже нельзя непосредственно соединить 
с точкой 6 на ребре аб этой грани, а предварительно надо построить на осно- 
вании са ее, две промежуточные точки 11 и 12, в которых оно пересекается 
сторонами Г и Ат нижнего основания призмы. Точку 12 надо соединить © точ- 
. кой 6 на ребре аб, чем и будет закончена, как нумерация отдельных точек 
взаимного пересечения обоих многогранников, так и построение развернутой 
ломаной линии входа пирамиды в тело призмы. Перенос нумерации на основ- 
ную эпюру (фиг. 456) и соединеняе отдельных точек между собою сплошными 
или пунктирными линиями выполняется уже известным нам способом. После 
всего вышеизложенного построение развертки призмы (фиг. 458) является 
настолько простым и понятным, что не нуждается в каких-либо дополнительных 
разъяснениях. Призма развернута только ради большей полноты решения задачи 
и для того, чтобы показать оригинальный вид самой развертки. Учащимся реко- 
мендуется разобраться в построении развертки призмы самостоятельно. 

Задача 6-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
двух прямых цилиндров и разверток боковой поверхности каж- 
ОГО ИЗ НИХ. 

Настоящая задача может. иметь громадное число различных вариантов, 
в зависимости от относительного взаимного расположения обоих цилиндров, но 
на первый раз (фиг. 459) мы решим ее в самом простом, или общем виде, 
а, именно, допустим, что оси цилиндров взаимно перпендикулярны и расположены 
в одной и Той же плоскости Р;--Р,, параллельной вертикальной плоскости про- 
екций. Учитывая то обстоятельство, что всякий цилиндр может быть рассматри- 
ваем, как предел, к которому приближается любая правильная призма, при бес- 
конечном увеличении числа ее граней, мы придем к заключению, что вепомо- 
тательные плоскости, которыми придется пользоваться в данном случае, должны 
отвечать тому же требованию, которое мы своевременно предъявляли к вспомо- 
тательным плоскостям, применявшимся в дело пря решении задачи 1-й, на вза- 
имное пересечение двух наклонных призм. В том случае, как мы видели, упо- 
мянутые плоскости (фиг. 442) были одновременно параллельны ребрам обоих 
призм, теперь же, следовательно, они должны быть параллельны образующим 
обоих цилиндров, или, что то же, параллельны их осям. На этом основании 
нетрудно сообразить, что все вспомогательные плоскости в данном случае 
будут параллельны вертикальной плоскости проекций, а их горизонтальные 
следы-— параллельны оси проекций. Так так цилиндры не имеют ребер, то вопо- 
могательные плоскости придется проводить не через несуществующие ребра, 
а через возможно большее число отдельных образующих обоих цилиндров. Ради 
большей систематичности всего построения и для сохранения ясности. чертежа 
зададимся целой серией образующих, расположенных на обоих, видимой и неви- 
димой (т.-е. верхней и нижней), полах горизонтального цилиндра на расстоянии, 
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попарно равном от плоскости Р;—Р,, проходящей через оси обоих цилиндров. 
На горизонтальной проекции (фиг. 459) нам видна верхняя пола горизонталь-- 
ного цилиндра, а на вертикальной—по половине той и другой из его упомяну- 
тых пол, о чем можно судить по обозначению отдельных образующих. Вепомо- 
гательные плоскости через образующие цилиндров мы будем проводить в порядке: 
наибольшей их удаленности от вертикальной плоскости проекций. Понятно, что 
в пределах между плоскостями Р.—Р, и Р,—Р,, из которых первзая—каса: 
тельна к поверхности вертикального, а вторая—к поверхности горизонтального. 
цилиндров, мы не бумем иметь ни одной точки взаимного пересечения таковых. 
Только плоскость Р.—-Р,, будучи проведена через образующую а6—а/б” верти- 
кального цилиндра, т.-е. являясь по отношению к нему, как уже было сказано. 
выше, плоскостью касательной, рассечет вертикальный цилиндр по прямоуголь- 
нику, вертикальная проекция 1), 2', 8,, 4” которого пересечется © вертикальной 
проекцией аб’ упомянутой образующей горизонтального цилиндра в точках 
Г и Гъ которые и предетавят собою точку входа ее в тело вертикального. 
цилиндра и точку выхода ее из такового. Плоскость Р.—Р., проведенная через. 
образующую с4—с’4' верхней полы горизонтального цилиндра, пройдет и через. 
симметрично ей расположенную на нижней поле цилиндра образующую #— #%/, 
т..е., другими словами, плоскость Р.—Р. рассечет торизонтальный цилиндр по: 
прямоугольнику сдир—с'4/и"!, а вертикальный—по прямоугольнику 5, 6, 7, 8— 
5’, 6’, Т, 8’. Точки пересечения вертикальных проекций соответствующих сторон 
означенных прямоугольников дадут в общей сложности четыре точки Е 


иП, иШ,, из которых каждые две, попарно, представят собою точки входа. 
в тело вертикального цилиндра и точки выхода из него образующих е4—с’а’ 
и #и—[Ри’ горизонтального цилиндра. Плоскость Р.—Р. рассечет горизонтальный 
цилиндр по прямоугольнику е/иш—е’]'%'чо', а вертикальный—по прямоугольнику 
9, 10, 11, 12—59", 10', 11,, 12’ и в конечном результате установит точки ИГ’, 
Ц, ПГ, и ИГ входа и выхода образующих ее’ и ош—®'и’ горизонталь- 
ного цилиндра в тело и из тела вертикального. Таким же путем плоскость 
Р.—Р. даст подобные же точки Г\", 1\”,,ТУ”, и ТУ”, для образующих 9—9”. 
и)2—7’ горизонтального цилиндра, а плоскость Р,—Ру—мточки У’, У”, о 
и У’, для двух крайних, на вертикальной проекции, поеледних видимых обра- 
зующих 2-й’ и у2—9’2’ горизонтального цилиндра. Чтобы не затемнать чер- 
тежа, на эпюре (фиг. 459) не все упомянутые точки обозначены перечисленными 
цифрами, но положение их с достаточной наглядностью усматривается на раз- 
вертке горизонтального цилиндра (фиг. 461). Вспомогательные плоскости Р‚— В», 
Р-Р, Р-—Р, и Р^—Р., проводимые через образующие #% — Ги’, 0 — п/о', 
294—Ю'’4'’ и т5—г'5, симметричным образом, относительно оси торизонтального. 
цилиндра, расположенные на его поверхности, рассекая каждая оба цилиндра 
по прямоугольникам, подобным тем, о которых мы уже имели повод детально. 
товорить, дадут ряд совершенно симметричным образом расположенных точек 
на задних, на вертикальной проекции невидимых, образующих обоих цилиндров. 
Вертикальные проекции этих точек, попарно, совпадут с вертикальными проек- 
циями точек, нами уже ранее построенных, на видимой поверхности пилиндров- 
Последовательный порядок соединения между собою отдельных точек настолько 
прост, что непосредственно виден из чертежа. Вполне понятно, что в настоящей 
задаче мы имеем случай полного внутреннего пересечения данных цилиндров. Гори- 
зонтальный цилиндр как бы пронзает вертикальный и сам при этом разрезается 
на три отдельных части, из которых две, в силу симметричности относитель- 
ного расположения цилиндров, равны между собой. Справедливость последнего 
замечания подтверждается (фиг. 460 и 461) развертками боковой поверхности 
обоих цилиндров. На развертке вертикального цилиндра (фиг. 460) мы видим. 
два, симметричным образом расположенных, одинаковых замкнутых овала, из 
которых один представляет собою кривую входа горизонтального пилиндра 
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в тело вертикального—а другой—кривую выхода его из такового. Развертка. 
торизонтального цилиндра (фиг. 461) дает представление о боковой поверхности 
трех отдельных частей его, на которые он, в конечном результате, оказался рас- 
сеченным. Средний, ограниченный снизу и сверху' симметричными волнистыми 
кривыми, контур представляет собою развертку боковой поверхности так назы- 
ваемого „ядра“ взаимного пересечения данных цилиндров. Для получения полной 
развертки этого ядра к упомянутой его боковой развертке в точках |1 и 1 ее 
необходимо причертить по овалу с развертки вертикального цилиндра. Шострое- 
ние означенных разверток настолько несложно, что не требует повторных разъ- 
яснений. Для этой цели достаточно развернуть окружности оснований каждого. 
из цилиндров и в начальной и конечной точках этих линий восставить к ним 
перпендикуляры, высота которых должна равняться действительной высоте 
цилиндров. Соединяя затем между собою вершины обоих перпендикуляров, мы 
получим развертки цилиндров в их первоначальном состоянии, до взаимного их 
пересечения, в виде двух прямоугольников. На этих основных развертках нано- 
сят образующие, через которые ранее проводились вопомогательные плоскости, 
а также и те из них, по которым упомянутые плоскости рассекали поверхности 
расематриваемых цилиндров. На построенных таким образом образующих откла- 
дывают действительную величину отрезков, получившихся на них в конечном 
итоге взаимного пересечения обоих цилиндров и, вершины этих отрезков соеди- 
няют между собою по лекалу. Проделать описанное построение, в данном слу- 
чае, особенно не трудно благодаря тому, что образующие обоих цилиндров парал- 
лельны вертикальной плоскости проекций и, следовательно, вертикальные про- 
екции получившихся на них отрезков уже представляют собою действительную: 
величину таковых. 

Задача 7-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
целой группы прямых цилиндров и разверток боковой повер- 
хности каждого из них. ` 

Легко можно видеть, что настоящая задача представляет собою полную 
аналогию с предыдущей, с тою только разницей, что на сей раз, мы имеем дело. 
с пятью прямыми цилиндрами вместо двух. Задача взята в более широком мас- 
штабе и ей придан прикладной характер. Взаимное относительное расположение 
упомянутых пяти прямых цилиндров (фиг. 462) выбрано таким образом, что все 
сочетание их представляет собою некоторое подобие парового котла одной из 
наиболее простых систем. Действительно, мы имеем здесь комбинацию из пяти 
прямых цилиндров 4, В, 0, р и Е (фиг. 463) различного диаметра, из кото- 


„рых цилиндр А, наибольшего диаметра, может быть отнесен к так называемым 


подогревателям, пилиндр Б напоминает собою кипятильник, промежу- 
точный цилиндр О, наименьшего диаметра, представляет собою точное подобие 
соединительного патрубка, в цилиндре Л мы узнаем сухопар, хотя 
последний и редко бывают того же диаметра, что и кипятильник, и, наконец, 
последний, нижний вертикальный цилиндр, может сыграть роль грязевика, 
несколько утрированного вида. Горизонтальная проекция всей системы цилиндров 
(фиг. 462) представляет собою то, что на языке технического черчения назы- 
вается планом, или видом сверху. Четыре линии аб, с, е и 9й, параллельные 
оси проекций являются здесь горизонтальными проекциями крайних образующих 
обоих горизонтальных цилиндров. Сплошная окружность, в точках фи # каса- 
тельная к линиям е/ и 91%, представляет собою горизонтальную проекцию верх- 
него вертикального цилиндра, т.-е. сухопара, а две остальных, концентрических 
окружности, нанесенные пунктиром суть горизонтальные проекции двух других 
вертинальных цилиндров, т.-е. патрубка и грязевика. При изготовлении котлов 
на заводе, сборке и склепыванию ряда элементов его в одно целое, предшествует 
заготовка отдельных составных его частей, чему, в свою очередь, должно пред- 
шествовать составление так называемых рабочих чертежей, что в основе 
сводится к построению разверток отдельных барабанов, которые и будут играть 
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роль как бы выкроек, наносимых затем на листы котельного железа. Сами раз- 
вертки (фиг. 464, 465, 466, 467 и 468) вычерчены совершенно тем же способом 
который был подробно описан на примере предыдущей задачи. Благодаря тому, 
что все цилиндры расположены симметрично один по отношению к другому, 
причем оси всех их лежат в одной общей плоскости, параллельной оси проекций, 
явилась полная возможность применить тот же метод, который был подробно 
изложен на предыдущем примере. Вся система, во всем ее целом, была расее- 
чена серией вспомогательных плоскостей Р.-Р., Ё-Р., Р,-Р. и т.д., что в конечном 
результате привело в построению кривых линий (тм, 0рд, 758 и ииш пересечения 
отдельных цилиндров между собой. Вертикальная проекция кривой взаимного 
пересечения двух верхних цилиндров имеет оригинальный вид двух прямых и 
и 00, пересекающихея в точке %, что обусловлено тем обстоятельством, что 
цилиндры эти имеют равные диаметры. Малые размеры чертежа (фиг. 462) не 
позволяют проставить все буквы или цифры полностью, но в этом и. нет особой 
необходимости, так как достаточно будет проследить построение вертикальной 
проекции кривой пересечения обоих нижних барабанов (кипятильника и грязе- 
вика). Плоскость Р, —Р, является касательной к нажнему цилиндру по его 
образующей 76 и в то же время рассекает нижний горизонтальный цилиндр по 
образующей 7,7—,ж’. Построив вертикальные проекции обоих упомянутых 
образующих, мы в точке пересечения этих проекций находим точку 1’ искомой 
кривой. Плоскость Р.—Р. явится секущей по отношению к обоим рассматри- 
ваемым цилиндрам, и точки пересечения вертикальных проекций тех образую- 
щих, по которым она рассечет оба цилиндра, будут точками 2 и 2’ той же 
кривой и т. д. вплоть до точек Ги т ее, расположенных на обоих крайних 
левой и правой образующих вертикального, или на нижней образующей гори- 
зонтального цилиндров. Фиг. 464 изображает развертку нижнего горизонталь- 
ного цилиндра, при чем на ней имеются два различной величины и вида овала, 
являющиеся замкнутыми кривыми пересечения этого цилиндра А с двумя верти- 
кальными: нижним № и средним — СО. На фиг. 465 мы имеем развертку малого 
горизонтального цилиндра Б, тоже с двумя в ней вырезками, или отверстиями, 
получившимися на ней в результате пересечения этого цилиндра с двумя дру- 
тими Си 0. Здесь необходимо обратить внимание на то обстоятельство, что 
кривые пересечения цилиндров 4 и Б с одним и тем же вертикальным соеди- 
нительным цилиндром С, т.-е. меньшие овалы, на фиг. 464 и 465 отличаются 
дин от другого ‘своим внешним видом, что поясняетея тем, что цилиндр С 
пересекается с цилиндрами А и В неодинаковых диаметров. На фиг. 466 при- 
ведена развертка вертикального цилиндра (патрубка) (С, на которой следует 
отметить различную крутизну волнистых кривых, ограничивающих ее снизу и 
сверху. Объяснение этого явления следует искать в том же неравенстве диа- 
метров обоих горизонтальных цилиндров А и ВБ, по отношению к которым 
цилиндр С является соединительным. На фиг. 467 и 468 даны развертки ниж- 
него и верхнего вертикальных цилиндров Ё и 1). Само собою понятно, что все рас- 
смотренные нами развертки представляют собою.только чисто теоретические размеры 
боковой поверхности отдельных цилиндров, в действительности же на котельном 
заводе в ним придется делать со всех сторон. соответствующие припуски для 
образования различного рода, соединительных швов, что в одинаковой мере отно- 
сится и к скреплению цилиндров с их передними и задними днищами. Деталь- 
ные разъяснения по этому поводу учащиеся будут иметь в специальном курсе 
„Наровых котлов“. 

Задача 8-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
наклонных цилиндра и параллелепипеда. 

На эпюре (фиг. 469) мы имеем круглый наклонный цилиндр, данный его 
основанием в виде окружности, радиуса 0—0’, с центром в точке о—0’и 
одною из его образующих 19—19’, и наклонный же параллелепипед абсдкйти— 
ре'аТти и требуется построить проекции взаимного пересечения обоих 
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теометрических тел. Если рассматривать круглый цилиндр, как предел, к кото- 
рому приближается правильная многогранная призма, при бесконечном уве- 
личении числа ее граней, что мы в данном случае и делаем, то сразу стано- 
вится понятен пособ, который употреблен для решения настоящей задачи. 
Здесь мы встречаемся © полной аналотией, решенной нами ранее, задачи 1-й 
(фиг. 442 и 443). Проведя, в стороне от основной эпюры, (фиг. 469) через, _ 
произвольным образом, взятую точку л— 2’ два пересекающихся в ней 
отрезка 20—74’ и 73—75, из которых первый—параллелен образующим 
цилиндра, а второй — ребрам параллелепипеда, построив горизонтальные следы С 
и (> обоих отрезков и соединив их между собою, мы в виде прямой Р —Р. 


получаем ‘горизонтальный след образцовой вспомогательной плоскости Р, —Р, 
одновременно параллельной как образующим цилиндра, так и ребрам параллеле- 
пипеда. Дальнейшее решение задачи — вполне понятно. Вспомогательные плос- 
кости, параллельные, построенной указанным выше путем, образцовой плоскости 
Р,—Р,, необходимо провести через каждое из ребер параллелепипеда и через: 
некоторое, возможно большее, число образующих цилиндра. Здесь следует обра- 
тить внимание на одно, чисто случайное, явление, ‘а именно на то обстоятельство, 
что вспомогательные плоскости Р,— Р, и Р, —Р., проводимые нами в после- 
довательном порядке через ребра 4% — 4” и ай —а'й параллелепипеда, одно- 
временно проходят и через два другие ребра ст—с'и’ и &—-6'Г такового, что: 
свидетельствует о том, что в данном случае эти вспомогательные плоскости 
параллельны не только ребрам параллелепипеда, но и самим граням @йте— т/с 


‚и а —@аЁГЬ’ его. Плоскость Р, — Р, проходя через ребра аи— ат’ и ет— 


т’с' параллелепипеда и рассекая цилиндр по параллелограму, вершины кото- 
рого, во избежание затемнения чертежа, буквами не обозначены, дает точки 1—1” 
и 2 -2’ входа этих ребер в тело цилиндра и точки 16 —16’и 9—9’ выхода. 
их из такового. Тем же самым приемом, при помощи плоскости Р, — Р., прово- 
ай’ параллелепипеда, мы находим точки 


6—6’ и 5—5” 
таковых из тела сего последнего. Две другие вспомогательные плоскости Р.—Рь 
й Р.—Р. проведены, каждая через две, на поверхности цилиндра симметричным 
образом расположенных, образующих 7—7, 5у—5, И- 1 и 02—02 

в общей сложности, дают четыре точки: 15 —15', 8—8', 14—14 и 7—7 
входа и четыре точки: 10—10’, 8—3’, 11—11’ и 4—4” выхода упомяну- 
тых образующих в тело и из тела параллелепипеда. и между собою: 
означенных точек дает замкнутые и симметричные контуры А ИОВ И 
8—1, 2’, 3, 4’, 5’, 6', Т,, 8’ входа параллелепипеда в тело цилиндра и 9, 10, 
11, 12,13, 14, 15, 16 9% 10.11.12, 157 14) 15 16 выхода ето из 
такового, что указывает на то, что в настоящем примере мы имеем явление 
полного внутреннего взаимного пересечения обоих геометрических тел. 
Построить развертку любого или обоих из них, как не представляющую собою 


чего-либо нового и сложного, рекомендуется учащимся самостоятельно, в виде 
весьма полезного упражнения. 


Задача 9-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
наклонных цилиндра и пирамиды и разверток таковой. 

После того, как мы сумели справиться с предыдущим примером, станет 
вполне очевидным, что и решение настоящей задачи представляет собою совер- 
шенную аналогию с олной, из рассмотренных выше задач, на взаимное пересе- 
чение пирамиды и призмы. Принцип применяемого в данном случае приема 
остаетея один и тот же. Через вершину трехгранной наклонной пирамиды а669— 
аЪ'с'5' мы проводим (фиг. 470) прямую, параллельную образующим круглого 
наклонного цилиндра и через эту прямую, и через каждое из ребер пирамиды 


` проводим по вспомогательной плоскости. Трафически это выразится тем, что 


горизонтальные следы ГС, П— С, и Ш — С, этих плоскостей будут проведены 


[59 = 


через горизонтальные следы а, 6 и с поименованных ребер пирамиды и через 
горизонтальный след С, линии, им параллельной и, проходящей через вершину 


$—8' таковой. Каждая из упомянутых плоскостей, заключая в себе по одному 
из ребер пирамиды, расеечэт цилиндр по параллелограму, две дливных, противо- 
лежащих стороны которого, будут пераллельны образующим цилиндра. Точки 
пересечения ребер пирамиды со сторонами упомянутых параллелограмов, пред- 
ставят собою искомые точки входа таковых в тело цилиндра и точки выхода их 
из тела цилиндра. Таким путем мы получаем шесть характерных точек взаим- 
ного пересечения обоих геометрических тел. Во избежание затемнения чертежа, 
мы не обозначаем их ни буквами, ни цифрами, но проследить появление каждой 
из них весьма нетрудно. Вспомогательные плоскости ТО, П-О. и МЕ. 


убеждают нас в том, что в данной задаче, мы имели дело ео случаем полного 
внутреннего пересечения. Упомянутых шести точек, найденных нами на ребрах 
пирамиды, оказывается недостаточно для построения двух отдельных замкнутых 
контуров входа пирамиды в тело цилиндра и выхода ее из такового. Для понол- 
нения этого пробела, т.-е. для построения ряда промежуточных точек упомяну- 
тых кривых, которые давали бы возможность более правильного вычерчивания 
таковых, мы применим следующий прием. Через образующие, начинающиеся 
в точках а, би 0 нижнего основания цилиндра, проведем еще по вспомогатель- 
ным плоскостям ^—С, У—С и 7—0, подобных плоскостям 1--О, ИО, и 


ШС, которые уже были употреблены выше.. Каждая из новых вспомогатель: 


ных плоскостей по отношению к обоим геометрическим телам явится плоскостью 
секущей и рассечет цилиндр по параллелограму, а пирамиду — по треугольнику, 
структура которых нам заранее известна. Так например, первая из добавочных 
вспомогательных плоскостей, т.-е. плоскость Х— С, рассекает цилиндр (см. гори- 
зонтальную проекцию) по параллелограму 6, я’ т, 9, а пирамиду — по треугольнику 
1,2, 8. Так как упомянутые параллелограм и треугольник лежат в одной и 
той же общей для них плоскости Х— С, то понятно, что точки пересечения 


отдельных сторон означенных фигур, дадут каждый раз еще по четыре харак- 
терных точки, принадлежащих к кривым входа и выхода цересечения рассматри- 
вземых тел. Как на образец одной из таких точек можно указать на точку я, 
пересечения сторон 2,5 треугольника 1,25 и ит параллелограма 97/706. 
‘Опять таки, стремясь не затемнить чертеж излишними буквами, мы не обозначим 
‘остальные, подобным же путем получающиеся точки, каждую в отдельности, но 
проследить возникновение таковых, при внимательном чтении чертежа, нетрудно. 
Построив указанным способом по шести добавочных промежуточных точек кри- 
вых входа и выхода взаимного пересечения данных тел и соединяя их по лекалу 
между собою и, с ранее нами на ребрах пирамиды найденными точками, мы и 
получим оба искомых контура в виде двух треугольников, располагающихся 
< двух противоположных сторон на боковой поверхности цилиндра. Построение 
вертикальной проекции пересечения не нуждается в особом разъяснении, так 
как, мы уже неоднократно, встречались с подобного рода задачей, но оно требует 
чрезвычайно внимательного отношения к делу. То же замечание можно раепро- 
странить и на построение развертки рассмотренной нами пирамиды (фиг. 471), 
которая, не представляя собою чего-либо нового, приводится только для озна- 
комления с ее оригинальным видом, в случае взаимного пересечения многогран- 
ника с телом вращения. Прием суждения о видимых и невидимых участкех 
кривых взаимного пересечения, понятно, остается тот же, которым мы руковод- 
ствовались и при решении предыдущих задач. 

Вполне понятно, что, после всего вышеизложенного, вопрос о построении 
кривых взаимного пересечения конуса с призмой или параллелепипедом 
может быть разрешен совершенно аналогичным же путем, но во избежание 


излишних повторений, учащимся рекомендуется проделать эту задачу самостоя- 
тельно. 


о 


В заключение настоящей ‘главы, нам остается еще рассмотреть несколько 
задач на взаимное пересечение шара с многогранниками и телами вращения. 

Залача 10-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
шара с прямой трехгранной призмой и развертки сей последней. 

Положим (фиг. 472), что мы имеем шар радиуса оз—0’3' с центром его 
в точке 0—0’ и прямую трехгранную призму абейт— аб’е'ТГт, и что тре- 
буется построить проекции взаимного пересечения означенных теометрических 
тел. В предыдущей главе, нами подробно был рассмотрен вопрос о пересечении 
шара всякого вида плоскостями, что в значительной степени облечит нам 
решение настоящей задачи. Если подойти к ней с точки зрения построения 
проекций взаимного пересечения шара с отдельными гранями призмы, 
то задача эта сильно упростится и. станет сразу понятна. В силу того обетоя- 
тельства, что здесь мы имеем дело с прямою призмой, то каждая из трех ее 
граней может быть рассматриваема, как некоторая вполне определенная часть 
торизонтально-проектирующей плоскости. Поэтому, заключая каждую из трех 
граней 201 — а''ЁТ, Бет! —б'етГ и сайт—сайт’. призмы в соответствую- 
щие им горизонтально-проектирующие плоскости @'99, РуР и ВЕ мы, будем 
стоять перед задачей о построении проекций сечения шара тремя упомянутыми 
торизонтально-проектирующими плоскостями. Прежде чем приступить к построе- 
нию, заметим, что внешний вид проекций обоих геометрических тел, в их перво- 
начальном состоянии, или в том виде, в котором они были заданы, дает воз- 
можность заранее судить о том, что ребра 61—67 и стр— ст’ призмы телом 
шара пересечены не будут, в чем нас убеждает горизонтальная проекция оббих 
тел и что верхнее основание 1% — #'/т'’ призмы войдет в сферу взаимного 
пересечения обоих тел, о чем свидетельствует их вертикальная проекция. 
Мы уже знаем, что сечение шара любою плоскостью, вообще, представляет собою 
окружность и поэтому предстоящая нам задача о построении проекций сечения 
шара тремя горизонтально - проектирующими плоскостями (90, РуР В” 
будет сведена к построению проекций трех окружностей сечения шара упомя- 
нутыми плоскостями. Горизонтальная проекция сечения шара и плоскостью @'4@ 
изобразится отрезком или хордой уп, по которой горизонтальный след 9@ упомянутой 
плоскости рассечет горизонтальную проекцию шара, горизонтальная проекция сече- 
ния шара плоскостью Р’рР предетавит собою отрезок 15 и, наконец, горизонтальная 
проекция сечения шара плоскость В'”А явится в вице отрезка 2, на горизонтальном 
следу 7В означенной плоскости. Вертикальные проекции сечения шара, поимено- 
ванными, вспомогательными плоскостями изобразятся в виде трех эллипсов, 
‘большие оси которых будут, соответотвенным образом, равны диаметрам ум, 85 
и 24 тех окружностей, по которым шар в действительности этими плоскостями 
рассекается. Чтобы построить вертикальные проекции этих сечений, применим 
следующий прием: хорды ум, # и 2х спроектируем на горизонтальный диаметр 
вертикальной проекции шара, где они в виде отрезков Уи’, 9? иг'х’ предетавят 
собою малые оси трех искомых эллипсов. Затем на каждой из этих хорд 
построим, как на диаметре, по полуокружности, разделим каждую из хорд на шесть 
равных частей в точках 1,2, 3,4 и 5 деления восставим к ним по перпендику- 
ляру до пересечения с построенными указанным путем полуокружностями. Точки 
деления хорд спроектируем на вертикальные проекции 5", Ум’ и 2х, малых 
осей эллипсов или, что то же самое, просто разделим их на шесть разных частей 
каждую и в точках деления тоже восставим к сим последним, вверх и вниз, по 
перпендикуляру и затем на этих перпендикулярах, в последовательном порядке, 
отложим отрезки 1—1, 2—2, 8—8, 4—4 и 5—5, которые для этой цели 
возьмем с горизонтальной проекции. Соединяя, вслед за этим, между собою, по 
лекалу, вершины упомянутых перпендикуляров, мы и получим, искомые эллипсы, 
т.-е. вертикальные проекции сечения шара тремя вспомогательными плоскостями. 
При этом надо заметить, что так как грани призмы, сечение шара которыми 
мы в конечном результате и желаем построить, представляют собою каждая — 
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не всю какую-либо из рассмотренных горизонтально-проектирующих плоскостей, . 
а только некоторую часть от таковых, то и нет надобности вычерчивать упомя- 
нутые эллинсы целиком (что было бы нетрудно сделать), а следует ограничиться - 
только теми участками или элементами их, которые расположены в пределах 
соответствующих граней. Так, например, эллипс, представляющий собою верти- 
кальную проекцию сечения шара гранью дис — 6'Гт/с’ призмы, мы имем почти. 
в целом виде, только слегка урезанном в верхней его части стороною  и— и 
упомянутой грани, а от двух других эллипсов, ребром ай — ай’ призмы отре- 

заны довольно значительные части на протяжении хорды 4’е', что видно и на 
вертикальной проекций и в чем еще легче можно убедиться из развертки призмы 
(фиг. 473). Ранее уже было сказано, что верхнее основание /т-—— Ти’ тоже 
пересекается с шаром, а так как оба основания призмы параллельны горизон- 
тальной плоскости проекций, то построение проекций сечения шара верхним 
основанием призмы, в данном случае особенно просто. Вертикальная проекция 
этого сечения изобразится хордой #9’ по которой плоскость 6’ — 5’ верхнего оено- 
вания призмы рассечет вертикальную проекцию шара, горизонтальную проекцию 
этого сечения мы будем иметь в виде параллели, описанной из точки о ради- 
усом ой. От сей последней горизонтальная проекция (т стороны верхнего’ 
основания отсечет небольшой сегмент по хорде 4 (см. развертку) и, в этом 

своем виде, упомянутая окружность и представит собою горизонтальную проекцию. 
пересечения шара с верхним основанием призмы. 

Построение развертки призмы, пересекшейся с шаром, выполняется весьма” 
просто. Для этой цели строят сперва развертку целой, неусеченной призмы, 
а затем на гранях ее наносят соответотвующие центры’ 0%, 0%, и 0%, 
а на верхнем основании — 05, и из них описывают окружности радиусами, 
равными половинам горизонтальных проекций сечения шара отдельными гранями. 
призмы. Нанесение на гранях развертки упомянутых центров 0%, 09, 
и 05; тоже несложно. Для этого, от отдельных вершин а, об и с развер- 
нутого периметра нижнего основания призмы вдоль по сторонам его откладывают 
отрезки 40, 00» и с0., которые берут с горизонтальной проекции в точках 
(0;), (05) и (0.) восставляют перпендикуляры и на сих последних наносят 
отрезки, равные расстоянию (фиг. 472) от оси проекций до вертикальной 
проекции экватора. Точка О, на верхнем основании развертки находится: 
просто двумя засечками из каких-либо двух произвольных его вершин и из нее 
описывают окружность упомянутым выше радиусом 0%. | 

Задача 11-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
шара с наклонной трехгранной призмой. 

Положим (фиг. 474), что нам даны проекции шара радиуса о — о’п’.. 
с центром его в точке о —0’ и трехгранной наклонной призмы абейрт— 
ас т, и что требуется построить проекции кривых взаимного пересечения 
обоих геометрических тел. Для этой цели, предварительно вспомним, как в пред- 
идущей главе (фиг. 441) мы находили проекции точек встречи. произвольным 
образом заданной прямой с поверхностью шара. Там, мы через заданную прямую: 
проводили горизонтально-проектирующую плоскость, совмещали ее на горизон- 
тальную плоскость проекций, и получив, таким образом, совмещенное положение- 
сечения шара упомянутой горизонтально-проектирующей плоскостью, сразу же 
находили и точки встречи данной прямой с поверхностью шара. То же самое: 
можно было бы проделать и в настоящем случае, т.-е. желая определить проекции 
точек входа отдельных ребер призмы в тело шара и точек выхода их из тако- 
вого, но непосредственное применение означенного приема рисковало-бы сильно: 
затемнить весь чертеж. На этом основании мы прибегнем к некоторому обход- 
ному способу, сводящемуся, однако, к тому же конечному результату. В виде. 
вспомогательной, временной меры вообразим себе, что вертикальная плоскость. 
проекций, оставаясь перпендикулярной к горизонтальной плоскости проекций, 
изменила свое положение по отношению к обоим рассматриваемым геометриче- 
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ским телам, а именно, что она стала параллельной ребрам призмы. Графически, 
мы это выразим тем, что новую ось проекций, т.-е. линию 7—, проведем на 
томже, как и ранее относительном расстоянии 0% от центра о шара, но парал- 
 лельно ребрам призмы (т.-е. горизонтальным проекциям их) и затем построим 
новую вертикальную проекцию данных геометрических тел, которая должна 
представлять собою точную копию их вертикальной проекции в ее первоначаль- 
ном виде. Для этой цели из вершины а, 0, с, в, [и т обоих оснований призмы 
опустим перпендикуляры на новую ось проекций 75, которую они и пересекут 
в точках а’, р, с, ий, 9, иф, Последние три перпендикуляра продолжим 
за упомянутые точки пересечения с линией 7з и на этих прополжениях отложим 
отрезки &й,’, 9ту и #1, соответственным образом равные отрезкам 2’, 9т/ 
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и йТ, т.-е. равные расстоянию от вершин верхнего основания призмы до гори, 
зонтальной плоскости проекций. Соединяя затем между собою, попарно, точки а, 


с точкой #’, Вдст’ ис © {,, мы получим проекцию призмы на новую верти“ 


кальную плоскость проекций. Чтобы построить новую вертикальную проекцию 
‚ шара, поступают тем же путем, а именно из горизонтальной проекции о центра 
его опускают перпендикулярна новую ось проекций 7з, продолжают его за 
точку © пересечения с сею последней, на этом продолжении откладывают 
отрезок $0, равный расстоянию от центра шара до горизонтальной плоскости 


проекций, и из полученной таким образом точки о, описывают окружность 


радиусом, равным радиусу шара. После этого, для большей наглядности, можно 
было бы повернуть весь чертеж нижним его концом вверх и держать его перед 
собою так, чтобы новая ось проекций была строго горизонтальна. Заметим здесь, 
что мы построили проекции обоих геометрических тел на новую вертикальную 
плоскость проекций, параллельную ребрам призмы, совершенно не изменив 
относительного взаимного расположения таковых. Сделав такое подтотовительное 
построение, мы можем перейти к нахождению точек пересечения отдельных 
ребер призмы с поверхностью шара, упомянутым выше способом, се тою только 
разницей, что теперь горизонтально проектирующие плоскости, которые мы 
© этой целью будем проводить через каждое из ребер призмы, будут парал- 
лельны новой вертикальной плоскости проекций и потому сечение шара таковыми 
будет проектироваться в виде окружностей, описываемых из точки О, радиусами 


равными половине тех хорд, по которым горизонтальные проекции ребер призмы 
рассекают горизонтальную проекцию шара. На старую плоскость проекций 
сечения шара означенными плоскостями проектировались бы в виде эллипосов, 
необходимость относительно более сложного построения которых мы совершенно 
устранили только что описанным обходным путем. Точки пересечения уцомяну- 
тых окружностей с новыми вертикальными проекциями ребер призмы сразу 
определяют проекции точек входа сих последних в тело шара и точек выхода 
их из такового. Так, например, мы видим, что вертикальными проекдиями этих 
характерных точек будут: для ребра ай—а’К'— точки 1, И8,, для ребра 5т— и’ — 
точки 4’ и 5’ и для ребра 1—2’ — точки 3, и 7,. Для всех перечисленных 
точек мы, опуская из них перпендикуляры на новую ось проекций и продолжая 
их до пересечения с горизонтальными проекциями соответствующих ребер, 
строим точки 1, 8, 4, 5, Зи 7, т.е. их горизонтальные проекции, а по сим 
последним находим и вертикальные проекции 1’, 8' 4’ 5, 3' и 7’ на перво- 
начальной проекции призмы. Тот факт, что указанным сп060бом нами были 
найдены проекции точек пересечения с поверхностью шара, всех трех ребер 
призмы, убеждает нас в том, что в данной задаче мы имеем дело со случаем 
полного внутреннего пересечения рассматриваемых геометрических тел. Упомя- 
нутых шести точек недостаточно для вычерчивания кривых взаимного пересе- 
чения шара и призмы и поэтому мы постараемся определить еще несколько 
промежуточных точек таковых, и в первую очередь проекции точек пересечения, 
располагающихся на главном меридиане и на экваторе шара. Главное мери- 
диальное сечение шара (или, так называемый, вертикальный очерк шара) полу- 
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чается от рассечения его плоскостью Р—Р, параллельной вертикальной плоскости 
проекций и проходящей через центр шара. Заключая в себе главный меридиан, 
плоскость РР в то же время рассечет призму по треугольнику, горизонтальной 
проекцией которого будет служит отрезок 2—2, располагающийся на горизон- 
тальном следу РР упомянутой плоскости и пересекающий ребро ай призмы 
в точке х, ребро с ее — в точке у и сторону @6 нижнего его основания — 
в точке 2. По горизонтальной проекции х, 9, 2 этого треугольника построим 
соответствующую ей, вертикальную его проекцию д 9, 2 и увидим, что 
етороны 2’, У?’ и 2’ таковой пересекут вертикальную проекцию главного 
меридиана в точках 2’, 6’, 9’ и 10’, которым будут соответствовать точки 2, 
6, 9 и 10 на горизонтальной проекции сего последнего. Экватор шара, или его 
горизонтальный очерк, лежит в плоскости @'—0', параллельной горизонтальной 
плоскости проекций и тоже проходящей через центр шара. Заключая в себе 
экватор, или, так называемый, горизонтальный очерк шара, плоскость 0—0’ 
вместе с тем рассекает призму по треугольнику, вертикальной проекцией кото- 
рого является отрезок р',2',9', совпадающий с вертикальным следом означенной 
плоскости. По вертикальной проекции р’,?’,9’ сечения призмы построим гори- 
зонтальную его проекцию р, 2,4, которая, в силу параллельности плоскости О'—0' 
горизонтальной плоскости проекций, представит собою треугольник, во сторо- 
нами, попарно равными и параллельными сторонам 96, 66 и са нижнего основания 
призмы. Стороны 24 и 24 этого треугольника пересекают горизонтальную проекцию 
экватора в точках 8 и 6, которые, в связи с их вертикальными проекциями 
8’ и 6’, располатающимися на вертикальной проекции экватора, явятся тоже 
дополнительными или промежуточными точками кривых взаимного пересечения 
данных геометрических тел. Соединяя между собою, по лекалу, перечисленные 
точки, мы получим кривые входа призмы в тело шара и выхода ее из такового, 
в виде двух сферических треугольников: 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12—6,, 7, 8', 9', 
Е О 5—1, 2’ 3', 4', 5.. При желании, или необходимости, 
более точного решения задачи можно ввести в дело еще по нескольку вепомо- 
тательных плоскостей, попарно параллельных плоскостям проекций, которые 
описанным выше путем, дадут еще целый ряд промежуточных точек, но малые 
размеры чертежа и опасение сильно затемнить таковой, вынуждают нас откз- 
заться от этого приема. 

Задача 12-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
шара с трехгранной наклонной пирамидой. 

Положим, что на сей раз (фиг. 475) нам даны шар, радиуса од—0'х' 
с центром его в. точке о—0' и трехгранная наклонная пирамида абс — @'6'6'5' 
и тоже требуется построить проекции кривых взаимного пересечения обоих 
геометрических тел. Решим настоящую задачу тем же самым с10с0бом, ка 
и предыдущую, т.е. найдем в отдельности точки входа в тело шара и точки 
выхода из него каждого из ребер пирамиды. Начнем с ребра аз-—@'5' ее и для 
этой цели проведем через него горизонтально-проектирующую плоскость РР: 
Горизонтальный след рР этой плоскости, как известно, должен будет при этом 
пройти вдоль по горизонтальной проекции аз означенного ребра, а вертикальный 
ее след рР' будет перпендикулярен к оси проекций. Вертикальный след Г) этого 
ребра, на основании общих для этой цели правил, будет найден на продолжении 
вертикального следа рР’ плоскости, ниже оси проекций. Плоскость Р’уР, проходя 
через ребро аб—а'5' пирамиды, в То же время рассекает шар по окружности, 
радиус которой равен половине той хорды, по которой горизонтальная проевция а$ 
данного ребра перерезает горизонтальную проекцию шара. Так как упомянутая 
окружность сечения шара и ребро аз— а'з' призмы будут заключены в общую 
для них плоскость Р’рР, то вполне понятно, что точки пересечения таковых 
и представят собою искомые точки взаимного пересечения ребра аз—а'5' пира- 
миды с телом шара. Чтобы найти эти точки, совместим плоскость Р'’оР на 
горизонтальную плоскость проекций. Совмещенное положение сечения шара 
плоскостью Р'’Р изобразится в виде окружности упомянутого выше радиуса, 
описанной из точки О:. & совмещенное положение ребра аз—а'з' пирамиды мы 
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построим, соединив совмещенное положение 2%, его вертикального следа 
е сохранившим свое первоначальное положение; его горизонтальным следом а. 
Правда, продолжение линии 1/— а за точку @а не даст нам всего ребра 
АЗ пирамиды, как такового, так как для этого нужно было-бы построить 
совмещенное положение и вершины х— 5 мирамиды, чего не дозволяют раз- 
меры чертежа, но для наших целей оказывается вполне достаточно и того _ 
отрезка совмещенного ребра, который изображается упомянутым продолжением 
линии [)°,—а за точку а, умещающимся в пределах чертежа. Точки Ги [У 
пересечения этого отрезка с окружностью центра О: и представят собою искомые 
точки входа ребра а3— а'5’ пирамиды в тело шара и выхода его из такового. 
Приведя плоскость Р’рР в ее первоначальное положение, мы на ироекциях 4$. 
и а'з' означенного ребра находим проекции 1, 1, и 4, 4’ упомянутых точек. 
Применив по отношению & остальным ребрам 05—0'5’ и сз—с*' пирамиды 
тот же самый прием, т.-е. проводя через них горизонтально-проектирующие 
плоскости 0'90 и ПЕ и, последовательным образом совмещая таковые на, 
горизонтальную плоскость проекций, мы описанным выше способом найдем 
точки 2—9 5—5 и 3—8, 6—6' пересечения этих ребер с телом шара. 
Последнее обстоятельство указывает на то, что и на сей раз мы имебм дело 
со случаем полного внутреннего пересечения данных геометрических тел. 
Соединение @иежду собою по лекалу, дугами той или иной кривизны, точек 9, 
Зи 1, 7, 3, а также точек 4, 5, 6 и 4, 5', 6' даст искомые проекции кривых 
взаимного пересечения призмы и шара, в виде двух сферических треугольников 
В, ибо. 5', 6'. От построения промежуточных точек 
означенных кривых путем введения в дело вспомогательных плоскостей, парал- 
хельных горизонтальной плоскости проекций, которые, рассекая шар по парал- 
лелям, разрезают пирамиду по треугольникам, заранее нам известного вида, мы 
воздерживаемся по причине, указанной в предыдущей задаче. Для более успеш- 
ного усвоения только что описанного построения, необходимо основательно 
уяснить себе процесс совмещения вспомогательных горизонтально-проектирующих 
плоскостей. Так, например, при совмещении плоскости ВВ, вертикальный ее 
след В займет положение В’, перпендикулярное к остающемуся неподвиж- 
ным горизонтальному ее следу ”В, а продолжение ее вертикального следа Дит, 
бывшее ранее ниже оси проекций, на котором был построен вертикальный 
след О. ребра зе--8'6' пирамиды, в результате совмещения займет новое поло- 
жение, служащее продолжением совмещенного вертикального следа В”, выше 
оси проекций, на котором и расположится совмещенный, вертикальный след 1%; 
ребра сз—с'5' пирамиды (в пределах вертикальной проекции шара). Соединение 
точки 0%, с горизонтальным следом с упомянутого ребра и дает совмещенное 
положение сего последнего, а точки Ш и УГ пересечения такового © окруж-. 
ностью, описанной из центра Оз, представят собою искомые точки пересечения 
означенного ребра пирамиды с телом шара. Все остальное ясно из чертежа. 
Задача 13-ая. Построение проекций и взаимного пересечения 
шара с прямым круглым цилиндром и развертки последнего. 
Положим (фиг. 476), что нам даны шар радиуса 04а —0'а’ и прямой круглый 
цилиндр и что требуется построить проекции кривой взаимного пересечения 
таковых. Мы говорим кривой, & не кривых пересечения обоих тел, руковод- 
ствуясь внешним видом горизонтальной проекции сих последних. Действительно, 
вполне очевидно, что образующие цилиндра в пределах дуги т, Ь, 1, у окруж- 
ности его основания будут лежать вне сферы взаимного пересечения обоих тел. 
Настоящая задача весьма просто решается применением в дело целой серии 
‘вспомогательных плоскостей, параллельных вертикальной плоскости проекций. 
Каждая, из таких плоскостей, будет пересекать цилиндр по прямоугольнику, две 
противулежащих стороны которого параллельны образующим. его, а шар — по 
окружностям, концентричным с вертикальным очерком сего последнего. Точки 
пересечения упомянутых окружностей и прямоугольников и будут служит точ- 
ками, лежащими на кривой взаимного пересечения рассматриваемых геометри- 
ческих тел. Проследим образование не всех, & только некоторых подобных 
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точек, так как все они строятся одним и тем же приемом. Плоскость Р, — Р; 
рассочет цилиндр по прямоугольнику, основанием которого’ будет служить хорда 
1—9, по которой горизонтальный, след упомянутой плоскости разрежет осно- 
вание ого и, две стороны которого будут параллельны образующим цилинлра, 
а шар по окружности наименьшего радиуса. Последняя не пересекает упомянутый 
треугольник, & является только касательной к правой его стороне в точке 1', 
которая и представит собою первую из точек искомой кривой пересечения 
° рассматриваемых тел. Каждая из следующих вспомогательных плоскостей буде? 
рассекать цилиндр по прямоугольникам, основание которых станет постепенно 
возрастать, что будет иметь место и по отношению к окружностям свечения 
шара радиус таковых, тоже будет увеличиваться по длине. Так, например 
плоскость Р5—Р, рассечет шар по окружности, которая уже явится секущей 
в точках 2’ и 2’ по отношению к правой стороне соответствующего прямоугольника. 
Так будет обстоять дело, вплоть до плоскости Р‚—Р»., которая рассечет цилиндр 
по обеим его крайним, левой и правой образующим и на последней из них дает 
последнюю видимую точку кривой взаимного пересечения рассматриваемых 
геометрических тел. Все остальные плоскости Р,—Р, Р,—Р, Р—рВ и 
Р.— Ру служат для определения отдельных точек кривой взаимного пересечения 
на задней, невидимой части поверхности цилиндра. В настоящем случае шар 
пересекается не только, с боковою поверхностью цилиндра, но Ф%®хватывает и 
верхнее его основание. Построение этой части кривой пересечения весьма 
несложно и ‘выполняется, путем заключения верхнего основания цилиндра 
в плоскоеть (’— 0)’, параллельную горизонтальной плоскости проекций. Проходя 
через упомянутое основание цилиндра, плоскость ()’—(@’ рассечет шар по парал- 
лели радиуса 02 —0'2', которая, в свою очередь, пересечется с окружностью 
верхнего основания цилиндра в точках т и и. Дуга т, г, и упомянутой парал- 
лели и представит собою кривую пересечения шара с верхним основанием 
цилиндра. На фиг. 471 дана развертка цилиндра, которая выполняется настолько 
простым способом, что, после подробного рассмотрения ряда предыдущих задач, 
не требует повторного разъяснения. 
Задача 14-ая. Построение проекций взаимного пересечения 
шара и прямого круглого конуса. 
Настоящая, последняя в этом отделе, задача решается путем примения 
в дело целой серии вспомогательных плоскостей, параллельных горизонтальной 
плоскости проекций. Подобными плоскостями мы уже неоднократно имели повод 
пользоваться и поэтому заранее можем видеть, что в данном случае они являются 
наиболее пригодными для нашей цели, так как сечения ими и шара и конуса 
будут представлять собою окружности, а именно: для шара это будет его парал- 
лели, а для конуса—окружности, концентричные его основанию. Чтобы не прово- 
дить вспомогательные плоскости наугад, определим, как это мы делали 
в предыдущей главе, наивыешую и наинизшую точки кривой пересечения данных 
теометрических тел. Для этой цели рассечем (фиг. 478) и шар и конус такою 
горизонтально-проектирующей плоскостью Р’рР, которая по отношению к ним 
обоим являлась бы меридианальною, т.-е. проходила бы и через центр шара и 
через ось конуса. Горизонтальный след Р— р такой плоскости должен будет 
проходить через точки © и 0, т.-е. через горизонтальные проекции оси конуса 
и центра шара. Упомянутая плоскость рассечет конус по треугольнику @5%6, 
& шар—по окружности радиуса, равного радиусу шара, с центром ее в точке Ох, 
которые мы и получим в их натуральную величину, совместив плоскость Р'рР 
на горизонтальную плоскость проекций. Совмещенные образующие аб, и 65% 
конуса пересекут упомянутое меридиальное сечение шара в точках 8%, 12%; 
:150 и 15. Тот факт, что каждая из означенных образующих конуса пересекаются 
с меридианальным сечением шара не в одной, а в двух точках, служит указанием 
на то явление, что в данном случае, будет иметь место не частичное, а полное 
внутреннее взаимное пересечение рассматриваемых геометрических тел. Согласно 
этому, мы будем, следовательно, иметь две независимых одна от другой замкну- 
тых кривых пересечения, т.-е. кривую входа’ конуса в тело шара и кривую 
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выхода его из такового. Для первой из этих кривых ее наинизшей и ее 
наивысшей точками явятся точки 10 и 7%, а для второй—такими точками будут 
служить точки 12% и 15. Для того, чтобы при возвращении совмещенной гори- 
зонтально-проектирующей плоскости Р’рР в ее первоначальное положение найти 
вертикальные проекции упомянутых точек входа и выхода образующих або 
и 65 конуса, необходимо предварительно построить вертикальные а'5'’ и 5'5' 
проекции таковых, или же провести вертикальные следы @', — 9’, 9% —\% 
О'.—О0- и 9, Ч вспомогательных секущих плоскостей, на том же расстоянии 
от оси проекций, на котором совмещенные следы (°,—(°%., 9%—0%, 4—0 
и (9%.— 0% отстояли от горизонтального следа Рр плоскости Р'’рР. На эпюре 
(фиг. 478) показаны’ оба способа. После этого рассекают оба геометрические тела 
плоскостью ЛМ — №, параллельной вертикальной плоскости проекции, являющейся 
тлавной меридианальной плоскостью по отношению к конусу. 

Плоскость №— М, рассекая конус по его крайним образующим иб — 5’ и 
/9—'5', рассечет шар по окружности радиуса оп. Точки 2', 8, 14 и 1Т 
пересечения вертикальной проекции упомянутой окружности с вертикальными 
проекциями 2/5’ и у'5' крайних, левой и правой, образующих конуса дадут верти- 
кальные проекции тех точек кривых взаимного пересечения обоих тел, которые 
приходятся на вертикальном очерке конуса. Горизонтальные проекции этих точек 
расположатся на горизонтальных проекциях 25 и 5 упомянутых крайних обра- 
зующих конуса, совпадающих с горизонтальным следом М — № плоскости, при 
помощи которой они были найдены. Горизонтальные проекции точек входа и 
выхода образующих 46—а'6' заранее были построены на горизонтальных проек- 
циях этих образующих, совпадающих с горизонтальным следом Рр плоскости Р’»Р. 
Указанными приемами, как мы видели, были, в общей сложности, найдены восем 
точек кривых входа и выхода, для того же, чтобы построить еще целый ряд 
подобных, промежуточных ‘точек, необходимо в пределах между плоскостями 
9—0, 9—9 9—Чьи 9. провести еше по нескольку плоскостей 
им параллельных, что нами и было выполнено путем построения добавочных 
вспомогательных плоскостей (’,— ©’, 9.—@» 9.9 959 в 9,9% 
Каждая из таких плоскостей рассечет шар по параллели, а конус—по окруж- 
ности, концентричной © его основанием. Точки пересечения соответотвующих 
параллелей и окружностей будут представлять собою все новые и новые точки 
кривых взаимного пересечения данных тел. Таким путем были найдены точки 
3—8', 4—4, 5—5, 6—6', 10—10’ и 11—11’ для кривой входа конуса в тело 
шара и 13—13’ и 16—16' — для кривой выхода его из такового. Соединение 
упомянутых точек между собою по лекалу даст проекции искомых кривых 
взаимного пересечения рассматриваемых геометрических тел. 

Неприведенные здесь развертки шара и конуса, строятся тем же способом, 
который был детально пояснен в предыдущей главе. Повторять упомянутые 
разъяснения нет надобности и мы ограничимся только указаниями на практи- 
чески удобные приемы вычерчивания таковых. Для этой цели как шар так и 
конус выносят отдельно на два, независящих один от другого, чертежа, на каждом 
из которых по отдельным точкам, строят только сами кривые взаимного пересе- 
чения данных тел, в том виде, как они были получены на эпюре (фиг. 478). 
Затем рассекают шар целым рядом симметрично расположенных горизонтально- 
проектирующих меридианальных плоскостей и по точкам пересечения горизон- 
тальных следов этих плоскостей с горизонтальными проекциями кривых входа 
и выхода, строят соответствующие им вертикальные проекдии этих точек на 
вертикальных проекциях упомянутых кривых. Построенные, таким путем, верти- 
кальные проекции характерных точек, выносятся линиями, параллельными оси 
проекций, на вертикальную проекцию главного меридиана, т.-е. на вертикальный 
очерк шара и затем получающиеся на сем последнем отрезки откладывают на 
очертаниях соответствующих лепестков, заранее подготовленной, развертки целого, 
неусеченного шара. При этой, представляющей собою некоторую сложность, только 
с чисто чертежной точки зрения, работе необходимо самое внимательное отно- 
шение к делу и соблюдение величайшей аккуратности. 
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Для построения развертки боковой поверхности конуса, следует на отдельно 
вынесенной эпюре его, с вычерченными на ней проекциями кривых входа и 
выхода взаимного пересечения, построить возможно большее число образующих 
и точки пересечения вертикальных проекций таковых с вертикальными проек- 
циями упомянутых кривых, вынести на вертикальные проекции любой из крайних 
образующих конуса. После этого полученные на сих последних отрезки откла- 
дывают на соответствующих образующих заранее подготовленной развертки 
целого конуса. Само собою разумеется, что при выполнении и этой, в сущности, 


несложной. работы необходимо соблюдение тех-же условий, которые были ука- > 


заны выше. 
В целях углубления своих знаний, в области взаимно пересечения геоме- 
трических тел и ради приобретения большего навыка в точном черчении, 


учащимся особенно рекомендуется самостоятельно проделать оба только что 
описанные построения. | 


Заканчивая настоящую главу, а вместе с тем и весь предлагаемый „Луурс 
'Начертательной Геометрии“, следует обратить внимание всех, изучающих этот 
предмет, и, главным образом, наших будущих техников. и инженеров, на то, 
обстоятельство, что сознательное применение его ‘к разрешению всякого 
рода прикладных вопросов и задач становится возможным только при условии 
предварительного основательного усвоения теоретической части курса. Эту весьма 
важную сторону дела, развивающую способность правильного теометрического 
мышления, учащимся необходимо особенно вдумчиво усвоить. 
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Построить сечение правильной пятигранной пирамиды плоскостью общего 
положения и сделать полную развертку обоих отсеченных частей ее ... 
Провести через вершину пирамиды плоскость общего положения ..... 
Построить сечение круглого прямого конуса плоскостью общего положения, 
рассекающей его по всей его боковой поверхности .. ны 
Построить сечение наклонного конуса плоскостью общего положения, раз- 
резающей его и по основанию, и сделать развертку боковой поверхности 
обеих отсеченных частей его. ..... ен а 
Построить сечение прямого круглого конуса, вертикально- проектирующей 
плоскостью, параллельной одной из его обравующих, и сделать развертку 
любой из отсеченных частей его... ом... З 
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ПСКОВ Ву а и : Е: 
Через произвольную образующую прямого круглого конуса провести две 
плоскости общего положения, из которых одна—была бы к его поверхности - 
касалельной, а другая—секушей С. 
Построить сечение шара горизонтально-прооктирующей и `вертикально- 
проектирующей плоскостями и плоскостью общего положения. ... 
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К главе УГ относятся поры от фиг. 371 до ‘фиг. ` 441 включительно. 


ТЛАВА УП (14 задам). 

Построение проекций взаимного и двух наклонных трехгран- 
ных призм еее. - ое 
Построение проекций взаимного пересечения наклонных > призмы 
и пирамиды и развертки последней из них... .. . 
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Построение проекций взаимного пересечения двух с. цилиндров и раз 
верток боковой поверхности каждого из них ... Ая : 
Построение проекций взаимного пересечения целой группы прах 'цилин- 


© 


(<) 


дров и разверток валОтО ИБН о ее в 9 о а СО Е 
Построение п. взаимного а наклонных цилиндра, и парал- 
лелепипеда . . .- а г . И 


Построение проекций взаимного пересечения наклонных р и пира- 
миды и разверстки таковой. ..... ь 

Построение проекций взаимного пересечения с прямой трехгранной призмой 
и развертки сей последней . ее а: 
Построение проекций взаимного ‘поросечения шара с наклонной трех- 


транной призм ее не. в 
Построение проекций взаимного пересечения шара Строхгранной наклонной 
пирамидой „о. еее. т а 
Построение проекций взаимного пересечения шара с ‘прямым руглым 
цилиндром и развертки последнего „...... а а 


Построение проекций взаимного пересечения шара и прямого круглого конуса 
К главе УП относятся. эпюры от фиг. 442 до фиг. 478. включительно. 
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Государственное Техническое Издательство. 


’ МОСКВА, Центр, Ильинка, Юшков пер., д. 6. Тел. 2-56-34. . 
—_ 
Аппелль. Элементы математического анализа. Часть Г Функции одного независимого 

а Под редакцией проф. И. И. Привалова. М. 1924 г. 220 стр. 105 рис. 
гар. к. у : 

Его же. Элементы математического анализа. Ч. И. Функции многих независимых пере- 
менных. Дифференциальные уравнения. Перевод с франц. Под ред. проф, И. И. При- 
валова. М. 1924 г. 132 стр. 46 рис. Ц. 1 р. бк. 

Аршинов, В. В., проф. О’реформе научного издательства. М. 1995 г. 13 стр. Ц. 40 к. 

Баумгартен, Ф., д-р философии. Психотехника. Исследования пригодности к профес- 
сиональному труду. М. 1926 г. Изд. 2-е. 156 стр. 106 рис. Ц. З р. 

Велихов, П. А., проф. Теория инженерных сооружений. Опыт слитного изложения основ 
сопротивления материалов и строительной механики. Вып. Г. М. 1924 ‘г. 304 отр. 
200>рис. П. ЗТ. 85 к } Зе. 

Видмар, М., д-р техн. Экономические законы проектирования электрических машин. Под 
ред. проф. Я. Н. Шшиальрейна. М. 1924 г. 110 отр. 7 рие. Ц. 1 р. Ок. \ к с 

Виттенбауэр, Ф., проф. Задачник по механике теоретической и аналитической, с подроби. 
решениями. М. 1926. г. Изд. 2-е. 240 стр. 626 рис. Ц. З р. 50 к. 

Воронин, Л. Н., инж. Рациональное устройство жилищ, поселков и городов. Пособие для 
инженеров, техников, студентов, работников коммунального: хозяйства и жилтовари- 
ществ. М. 1926 г. 88 стр. 105 рис. П. тр. 20 к. . 

Гибшман, А. А. Краткий учебник (конспект лекций) по английскому языку и погоди 
технической литературе для Русск. Технич. Учебн. Завед. М. 1926г. 116 стр. 31 рис. 
Ц. 85 к. Научно-Технич. Секцией ГУС‘а допущено в качестве пособия для Высших 

и Средних Техн. Учебн. Завед. з ра 

Добровольский, В. В., инж. Сборник задач по механике. Пособие для техникумов, раб 
факов, школ фабзавуч‘а и других. М. 1926 г. 88 стр. 193 рис. Ц. Гр. 35 к. 

Дроздов, Ф. В., инж. Счетные машины и производство вычислений механическим путем. 

М. 1926. г. 72 стр. 64 рис. Ц. Тр. 40 к. ‘ : 

Дрюри, Г. Б., д-р. Научное управление. История и критика. Перев. с акглийскоге 
Е. Тимофеева. Под ред. Д. Хлебникова. М. 1925 г. 88 стр. Ц. тр. : 

‚ Жаксон; А., д-р. инж. Современные деревянные конструкции в инженерных сооружения 

Под редакцией и в обработке проф. Н. К. Лахтина. М. 1926 г. Изд. 2-е. 776 стр. 
130 рр бе : А 

Жуковский, Н. Е., проф. Теоретическая механика. Часть Г (статика и графостатика» 
М. 1925 г. Изд. 8-е: 159 стр. 193 рие. Ц: 2 р. 25 к. . 

Его же. Теоретическая механика. Часть П (кинематика и динамика). М. 1925 г. Изд. 1-е! 
176 стр. 159 рис. ЦП. 2 р. 45 к. : 

Его же. Теоретическая механика. Ч. П (дополнительн. статьи). М. 1925 г. 44 стр. 49 рие. Ц; к. 

Его же. Заметки по вариационному исчислению. М. 1928 г. 20 стр. 12 рис. П.,30 к. | ет 


Его же. Теоретические основы воздухоплавания. Под ред. инж.-мех. В. П. Ветчинвина 


и Н. Г. Ченцова. М. 1925. г. Изд. 2-е. 806 стр. 354 рис. Ц. 4 р. 65 к. . 
Зейферт, Франц, инж. Термодинамика, газов и паров. Пособие для инженеров и студентов» 
Под редакн. проф. А. Л. Королькова. М. 1926 г. 72 стр. 26 рис. Ц. Тр. 30к 2. 
Зернов, В. Д., проф. Конспект лекций по физике. Ч. [. Механический отдел физики. 
Молекулярная физика. Тепловыелявления; М. 1926 г. 104 стр. 133 рис. Ц. Тр, 5 в 
Иверонов, И. А., проф. Курс высшей геодезии. Под ред. проф. П. М. Орлова. М. 1926 г. 
Изд. 2-е, дополн. 14 стр. 29 рис. Ц. Тр. 45 к. 
Кирилов, Г. М., инж. Районные отопительно-силовые станции. М. 1924 г. 49 стр. 40 рис. Ц. 95 к. 
Киршке, А., инж. Начертательная геометрия в приложении к машиностроению. Руко- 
водство для преподават. в технич. училищ., для самообучения и для пользован. 
на практике. Перевге немецк. инж А. Ф. Момма. М. 1925 г. 163 стр. 385 рис. Ц. Эр. 50 к. 


Клейнлогель, А., инж. Формулы для расчета рамных конструкций.4Перевод с немецк. под _ 


ред. проф. Н. А. Кашкарова. М. 1926 г. Изд. 2-е. 208 .Щ, Эр. < 

Его же. Составление смет. на железобетонные сооружения с детально-разработанными 
примерами из практики. Перевод и допол, инж. Н. Н. Павлова. М. 1926 г. Изд. %е. 
`112 стр." 23 рис. Ц, Гр. 70 к. . 

Лахтин, Н. К., проф., и Кашкаров, Н. А., проф. Железобетон. Часть 1. Общие сведения 
о железобетоне. Элементы ж.-б. конструкций и, части ж.-б. сооружений. Нормы и тех- 
нические условия для железобетонных сооружений. Производство работ, М. 1926 г. 
171 стр. 114 рис. Ц, 2 т. 50 к : 

Их ке. Железобетон; Ч. И. Расчет элементов железобетонных конструкций. Осевое сжатие, 
и растяжение. Изгиб. Внецентренное сжатие и растяжение. Скручивание. М. 1986 г. 
Иза. 2-е, дополнен, 120 стр. 84 рис. Ц. 2. 30 к. Госуд. Учен. Сов. допущено в качестве 
пособия для ВТУЗ‘ов. 

Их же. Железобетон. Ч. Ш. Основание разчета железобетонных сооружений. Безбалочные 
покрытия. Неразрезные балки. Рамные конструкции. Своды цилиндрические и 
купольные. Резервуары. водонапорные башни и силоса. Дымовые трубы. Железо- 
бетонное судостроение. Примеры расчета. М. 1926 г. Изд. 2-е. 132 стр. 99 рис. Ц, 2 р. 
Тосуд. Учен. Сов. допущено в качестве пособия для ВТУ ‘ов. ь 
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Москва — 1927 г. 


